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摘要
针对分数阶系统在进行有理函数近似时，往往会存在得到的有理函数阶次较

高、近似精度低或优化速度慢等问题，本文基于频域误差极小化原理，提出了一

种利用低阶有理传递函数逼近分数阶系统的方法．该方法将分数阶系统和其有理
逼近函数之间的误差极小化运算转化为一个线性规划问题进行求解，避免了求解

方程组和非线性问题的复杂运算．仿真验证结果表明，与 Ｃｈａｒｅｆ近似法及 Ｏｕｓｔａ
ｌｏｕｐ近似法相比，在整个需要逼近的频段内，利用该方法得到的有理逼近函数能
够以较低的阶次达到较好的近似效果．该方法不仅适用于具有分数次幂极点的系
统，也适用于由分数阶微分算子组成的一般形式的分数阶系统，且降低了计算复

杂度，提高了优化速度．
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１　引言

实际系统大多是分数阶的［１］，如扩散模型［２］、电化学

过程［３］、摩擦和噪声现象［４］等，由于这些对象带有显著的

分数阶特性，所以采用分数阶模型能更好地描述这些对

象．然而，相对于整数阶系统，分数阶系统往往更为复杂，
本质上是无穷维系统［５］，其特征方程是一个具有复变量分

数阶指数的伪多项式，直接对其进行研究比较困难．因

此，采用整数阶有理函数对分数阶系统进行近似，将分数

阶系统转化成有理传递函数的形式，是一种常用的方式．
将分数阶系统转化成整数阶系统，有许多近似方法，

如，连分式展开法［６］、幂级数展开法［７－８］、Ｃｈａｒｅｆ法［９］、

改进的 Ｃｈａｒｅｆ法［１０］、Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ法［１１］及改进的 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ
法［５］等．对于分数阶微分算子和由分数阶微分算子组成的
一般形式的分数阶系统的近似，目前常用的是 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ
法及其改进法．这两种方法是基于函数逼近，通过选取零



极点对的方式对分数阶微分算子的幅频特性曲线进行拟

合，以获取逼近的整数阶模型．因此利用这两种方法对分
数阶系统的近似，实质上是对系统中每一个分数阶微分算

子用若干整数阶微分算子逼近，得到的整数阶模型阶次非

常高，不利于进一步的研究，并且不适用于对具有分数次

幂极点系统［９］的近似．对于具有分数次幂极点系统的近
似，常用的是Ｃｈａｒｅｆ法和改进的Ｃｈａｒｅｆ法，与Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ法
类似，也是通过零极点对的选取确定分数阶系统的幅频特

性渐近线，以获取有理逼近函数［９］．然而，由于 Ｃｈａｒｅｆ法
零极点对选取的不灵活，其相频特性的近似效果并不理

想．改进的Ｃｈａｒｅｆ法采用参数优化的方法增加了零极点对
选取的灵活性，从而实现了幅频和相频特性的较好近似．
但是该方法中采用非线性优化，优化速度较慢．并且这两
种逼近法只适用于具有单分数次幂极点（ｓｉｎｇｌｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｐｏｗｅｒｐｏｌｅ，ＳＦＰＰ）（幅频特性曲线斜率为 －２０～０）且不具
有谐振峰值的分数阶系统，不适用于分数阶微分算子和由

分数阶微分算子组成的一般形式的分数阶系统．
基于以上问题，本文首先假定分数阶系统的有理逼近

函数模型，然后在关心的频段内，寻找有理逼近函数的一

组最优参数，与已知分数阶系统的频率响应曲线进行拟

合．频域曲线拟合的概念最先由Ｌｅｖｙ［１２］提出，用于对整数
阶系统的降阶，本文将其应用到由分数阶系统向整数阶系

统的逼近．通过使分数阶系统模型和有理逼近函数模型频
率响应之间的误差极小化来确定有理逼近函数．因此，整
个逼近问题就转化成一个误差极小化的参数优化问题．对
于误差极小化运算，Ｌｅｖｙ曾提出最小二乘法的误差准
则［１２］，但该方法会涉及到复杂的方程组求解，并且该方程

组存在很难求解的殆奇异（ａｌｍｏｓｔｓｉｎｇｕｌａｒ）问题［１３］．因此，
为避免求解方程组和非线性问题等复杂运算，本文利用线

性规划进行误差的极小化运算，从而降低了计算复杂度，

提高了优化速度和精度．

２　频域误差极小化原理
运用频域响应误差极小化方法，进行分数阶系统模型

向有理函数逼近的原理如图１所示［１４］，其中，Θ［·］表示
对误差ε（ｊω）所做的某种变换．通过使用各种优化算法，
使误差变换的输出Θ［ε（ｊω）］取最小值，求出此时有理逼

近函数 Ｇ^（ｊω）的系数．

图１　频域误差极小化方法进行系统逼近的原理图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓｙｓｔｅｍａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｕｓｉｎｇ
ｔｈｅｅｒｒｏｒｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ

对于任意一个分数阶系统Ｇ（ｓ），通过某种近似算法，

得到其有理逼近函数 Ｇ^（ｓ），假设其表达形式如（１）式所示，
其中ｃｉ、ｄｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｊ＝１，２，…，ｍ）为待求系数：

Ｇ^（ｓ）＝
ｄｍｓ

ｍ＋ｄｍ－１ｓ
ｍ－１＋…＋ｄ１ｓ＋ｄ０

ｃｎｓ
ｎ＋ｃｎ－１ｓ

ｎ－１＋…＋ｃ１ｓ＋１
　 （１）

分子分母的次数一般取ｎ－ｍ＝０或ｎ－ｍ＝１，因为在
同等计算量的前提下，一个分子分母同阶或阶次很接近的

有理函数可以取得更好的分数阶系统逼近特性［１５］．
有理逼近函数（１）的频域特性如式（２）所示，式中

Ｄ（ｊω）和Ｃ（ｊω）是含有待求系数的复变量函数：

Ｇ^（ｊω）＝
ｄｍ（ｊω）

ｍ＋ｄｍ－１（ｊω）
ｍ－１＋…＋ｄ１（ｊω）＋ｄ０

ｃｎ（ｊω）
ｎ＋ｃｎ－１（ｊω）

ｎ－１＋…＋ｃ１（ｊω）＋１
　

＝Ｄ（ｊω）Ｃ（ｊω）
（２）

设需要逼近的频段为［ωｂ，ωｈ］，ωｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）为在
需要逼近的频带内选定的ｋ个特征频率．分数阶系统Ｇ（ｊω）

和有理逼近函数 Ｇ^（ｊω）在频率点ωｉ处的误差ε（ｊωｉ）为

ε（ｊωｉ）＝Ｇ（ｊωｉ）－Ｇ^（ｊωｉ）＝Ｇ（ｊωｉ）－
Ｄ（ｊωｉ）
Ｃ（ｊωｉ）

（３）

其中，原分数阶系统Ｇ（ｓ）在不同频率ωｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）
处的频率响应数据Ｇ（ｊωｉ）为已知．

频域误差极小化即极小化 ε（ｊωｉ），求出 ｃｉ、ｄｊ（ｉ＝１，
２，…，ｎ，ｊ＝０，１，…，ｍ），并代回模型（１）即可得到分数
阶系统的有理逼近函数．

３　线性规划问题的转化
对于误差ε（ｊωｉ）的极小化，Ｌｅｖｙ曾提出最小二乘法的

误差准则［１２］：

ＪＬｅｖｙ＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｃ（ｊωｉ）ε（ωｉ）

２　 （４）

为方便求解，将已知分数阶系统频域特性分解为实频

特性ＲｅＧｉ和虚频特性ＩｍＧｉ，将有理逼近函数（２）进一步
分解为含待求系数ｃｉ、ｄｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｊ＝０，１，…，ｍ）
的实变量函数α（ωｉ）、β（ωｉ）、σ（ωｉ）和τ（ωｉ），即：

Ｇ（ｊωｉ）＝ＲｅＧｉ＋ｊＩｍＧｉ　　　　　 　 （５）

Ｇ^（ｊωｉ）＝
Ｄ（ｊωｉ）
Ｃ（ｊωｉ）

＝
α（ωｉ）＋ｊβ（ωｉ）
σ（ωｉ）＋ｊτ（ωｉ）

　 （６）

于是得

　 　Ｇ（ｊωｉ）Ｃ（ｊωｉ）－Ｄ（ｊωｉ）
＝（ＲｅＧｉ＋ｊＩｍＧｉ）（σｉ＋ｊτｉ）－（αｉ＋ｊβｉ）
＝（ＲｅＧｉ·σｉ－ＩｍＧｉ·τｉ－αｉ）＋
ｊ（ＲｅＧｉ·τｉ＋ＩｍＧｉ·σｉ－βｉ） （７）

将式（７）代入式（４），准则函数可表示为［１３］

ＪＬｅｖｙ＝∑
ｋ

ｉ＝１
［（Ｒｅωｉ·σｉ－Ｉｍωｉ·τｉ－αｉ）

２＋　

（Ｒｅωｉ·τｉ＋Ｉｍωｉ·σｉ－βｉ）
２］ （８）

为了使Ｊｌｅｖｙ取极小值，需应用函数极值的原理，使Ｊｌｅｖｙ
分别对参数ｃｉ、ｄｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｊ＝０，１，…，ｍ）求偏
导，并令其为０，得出一组线性方程．由此可以看出，如果
应用Ｌｅｖｙ提出的最小二乘法的误差准则来解决本文中的
拟合问题，则会涉及到复杂的方程组求解，并且导出的方

程组存在很难求解的殆奇异问题，当数据分布范围扩大到

几个１０倍频程时拟合的效果不理想［１４］．
为了避免这些问题，并提高优化速度和精度，本文采

用式（９）所示的误差绝对值之和为目标函数，使频域误差
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ε（ｊωｉ）极小化，并通过引入辅助变量，将误差的极小化运
算转化为一个线性规划问题进行求解：

ｍｉｎ
Ｇ^（ｊωｉ）
∑
ｋ

ｉ＝１
Ｇ（ｊωｉ）－Ｇ^（ｊωｉ） 　 （９）

由于 Ｇ^（ｊωｉ）分母中包含要估计的参数，所以优化问题（９）是
非线性规划，难以求解．为了简化计算过程，与Ｌｅｖｙ法类似，
将频域误差ε（ｊωｉ）极小化转化成Ｃ（ｊωｉ）ε（ｊωｉ）极小化，即：

　 ｍｉｎ
Ｇ^（ｊωｉ）
∑
ｋ

ｉ＝１
Ｃ（ｊωｉ）ε（ｊωｉ）

＝ ｍｉｎ
Ｃ（ｊωｉ），Ｄ（ｊωｉ）

∑
ｋ

ｉ＝１
Ｇ（ｊωｉ）Ｃ（ｊωｉ）－Ｄ（ｊωｉ） （１０）

由式（７）和式（１０）得到此优化问题的目标函数为

ｍｉｎ
ｄ０，ｄ１，…，ｄｍ
ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ

∑
ｋ

ｉ＝１
（ ＲｅＧｉ·σｉ－ＩｍＧｉ·τｉ－αｉ ＋　

ＲｅＧｉ·τｉ＋ＩｍＧｉ·σｉ－βｉ （１１）
由于目标函数中含有绝对值，仍是一个非线性极小化

问题，为将此问题转化成线性极小化问题，本文引入辅助

变量Ｕ＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕｋ］及Ｖ＝［ｖ１，ｖ２，…ｖｋ］，使得
ｕｉ＝ ＲｅＧｉ·σｉ－ＩｍＧｉ·τｉ－αｉ
ｖｉ＝ ＲｅＧｉ·τｉ＋ＩｍＧｉ·σｉ－βｉ
ｉ＝１，２，…，ｋ

　 （１２）

于是优化问题转化为：

目标函数：

ｍｉｎ
ｄ０，ｄ１，…，ｄｍ，ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ
ｕ１，ｕ２，…，ｕｋ，ｖ１，ｖ２，…，ｖｋ

∑
ｋ

ｉ＝１
（ｕｉ＋ｖｉ）　 （１３）

约束函数：

－ｕｉ≤ＲｅＧｉ·σｉ－ＩｍＧｉ·τｉ－αｉ≤ｕｉ
－ｖｉ≤ＲｅＧｉ·τｉ＋ＩｍＧｉ·σｉ－βｉ≤ｖ{

ｉ

　

ｉ＝１，２，…，ｋ （１４）
至此，分数阶系统模型向有理函数的逼近问题转化成

为一个由目标函数（１３）和约束函数（１４）组成的线性规划
问题．现将目标函数和约束函数进行整理：
ｍｉｎｆＴｘ
ｘ＝［ｃ１，…，ｃｎ，ｄ０，ｄ１，…，ｄｍ，ｕ１，…，ｕｋ，ｖ１，…，ｖｋ］

Ｔ

ｆＴ＝［０，…，{ ０ｍ＋１

，０，…，{ ０ｎ

，１，…，{ １ｋ

，１，…，{ １ｋ

］ （１５）

ｓ．ｔ．

ＲｅＧｉ·σｉ－ＩｍＧｉ·τｉ－αｉ－ｕｉ≤０

－ＲｅＧｉ·τｉ＋ＩｍＧｉ·τｉ＋αｉ－ｕｉ≤０

ＲｅＧｉ·τｉ＋ＩｍＧｉ·σｉ－βｉ－ｖｉ≤０

－ＲｅＧｉ·τｉ－ＩｍＧｉ·σｉ＋βｉ－ｖｉ≤
{

０

，　ｉ＝１，２，…，ｋ

（１６）
进一步将约束函数（１６）写成Ａｘ≤Ｂ的形式，其中：

Ａ＝

－１
１
０
０

０ ω２１ ０ －ω４１ ０ …

０ －ω２１ ０ ω４１ ０ …

－ω１ ０ ω３１ ０ －ω５１ …

ω１ ０ －ω３１ ０ ω５１

           

…

ｍ

－ＩｍＧ１·ω１ －ＲｅＧ１·ω２１ ＩｍＧ１·ω３１ ＲｅＧ１·ω１４ …

ＩｍＧ１·ω１ ＲｅＧ１·ω１２ －ＩｍＧ１·ω１３ －ＲｅＧ１·ω１４ …

ＲｅＧ１·ω１ －ＩｍＧ１·ω１２ －ＲｅＧ１·ω１３ ＩｍＧ１·ω１４ …

－ＲｅＧ１·ω１ ＩｍＧ１·ω１２ ＲｅＧ１·ω１３ －ＩｍＧ１·ω１４

                 

…

ｎ
－１ ０ … ０

－１ ０ … ０

０ ０ … ０

０ ０ …
}

０

ｋ
０ ０ … ０

０ ０ … ０

－１ ０ … ０

－１ ０ …

}
０

ｋ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　 　

－１
１
０
０

０ ωｋ２ ０ －ωｋ４ ０ …

０ －ωｋ２ ０ ωｋ４ ０ …

－ωｋ ０ ωｋ３ ０ －ωｋ５ …

ωｋ ０ －ωｋ３ ０ ωｋ５ …

－ＩｍＧｋ·ωｋ －ＲｅＧｋ·ωｋ２ ＩｍＧｋ·ωｋ３ ＲｅＧｋ·ωｋ４ …

ＩｍＧｋ·ωｋ ＲｅＧｋ·ωｋ２ －ＩｍＧｋ·ωｋ３ －ＲｅＧｋ·ωｋ４ …

ＲｅＧｋ·ωｋ －ＩｍＧｋ·ωｋ２ －ＲｅＧｋ·ωｋ３ ＩｍＧｋ·ωｋ４ …

－ＲｅＧｋ·ωｋ ＩｍＧｋ·ωｋ２ ＲｅＧｋ·ωｋ３ －ＩｍＧｋ·ωｋ４ …

　

０ ０ … －１

０ ０ … －１

０ ０ … ０

０ ０ … ０

　

０ ０ … ０

０ ０ … ０

０ ０ … －１

０ ０ …























－１

（１７）
Ｂ＝［－ＲｅＧ１　ＲｅＧ１　 －ＩｍＧ１　ＩｍＧ１　…　－ＲｅＧｋ　ＲｅＧｋ　－ＩｍＧｋ　ＩｍＧｋ］

Ｔ （１８）
　　然后利用Ｍａｔｌａｂ最优化工具箱中求解线性规划问题
的ｌｉｎｐｒｏｇ（）函数，即可求得该问题的解 ｘ＝［ｃ１，…，ｃｎ，
ｄ０，ｄ１，…，ｄｍ，ｕ１，…，ｕｋ，ｖ１，…，ｖｋ］

Ｔ．将参数ｃｉ、ｄｊ（ｉ＝
１，２，…，ｎ，ｊ＝０，１，…，ｍ）代回有理函数（１），即得到原
分数阶系统的有理逼近函数．

４　仿真实验及结果分析
４．１　单分数次幂极点（ＳＦＰＰ）系统

具有分数次幂极点的系统如式（１９）所示，最先由
Ｃｈａｒｅｆ［９］引入用于描述分形系统的动力学特性，也称为单
分数次幂极点（ＳＦＰＰ）系统：

Ｇ（ｓ）＝ １
（１＋ｓ／ωｃ）α

，０＜α＜１　 （１９）

其中，ωｃ为转折频率，α为分数阶次．
针对上述具有分数次幂极点的系统，Ｃｈａｒｅｆ法和改进

的Ｃｈａｒｅｆ法利用奇异函数原理，通过零极点对（ｐｉ，ｚｉ）（ｉ＝

１，２，…，Ｎ）和阶次Ｎ的选取，将ＳＦＰＰ系统的无理传递函
数近似成如式（２０）所示的有理传递函数［９］：

Ｇ（ｓ）＝ １
（１＋ｓ／ωｃ）α

≈
∏
Ｎ－１

ｉ＝０
（１＋ｓ／ｚｉ）

∏
Ｎ

ｉ＝０
（１＋ｓ／ｐｉ）

，　０＜α＜１ （２０）

从式（２０）可以看出，Ｃｈａｒｅｆ法及其改进法只适用于单分
数次幂极点系统，当对其它形式的分数次幂极点系统进行近

似时，如多分数次幂极点（ｍｕｌｔｉｐｌｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｐｏｗｅｒｐｏｌｅ，ＭＦＰＰ）
系统、ＦＯ（ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒ）系统及分数阶振荡系统，需首先利
用文［１６］中的方法将系统转化成单分数次幂极点系统［１０］．

当ωｃ＝５，α＝０．２时，ＳＦＰＰ系统为
Ｇ（ｓ）＝１／（１＋０．２ｓ）０．５　 （２１）

假设需要逼近频段［１０－３，１０３］，利用 Ｃｈａｒｅｆ逼近
法［９］、改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法［１０］和本文提出的逼近法得到

的有理逼近函数如下，对应的Ｂｏｄｅ图如图２所示：

９９６６期 左信，等：基于线性规划的分数阶系统有理函数逼近方法



Ｇ１（ｓ）＝
９９．７６３１（ｓ＋９．９７６）（ｓ＋２５．０６）（ｓ＋６２．９５）（ｓ＋１５８．１）（ｓ＋３９７．２）（ｓ＋９９７．６）
（ｓ＋６．２９５）（ｓ＋１５．８１）（ｓ＋３９．７２）（ｓ＋９９．７６）（ｓ＋２５０．６）（ｓ＋６２９．５）（ｓ＋１５８１）　 （２２）［１０］

Ｇ２（ｓ）＝
２１３．９１９６（ｓ＋９．６４８）（ｓ＋３０．２１）（ｓ＋８８．４８）（ｓ＋２６３）（ｓ＋８０５．２）（ｓ＋２１２４）
（ｓ＋６．４０９）（ｓ＋１７．１）（ｓ＋５１．６７）（ｓ＋１５３．９）（ｓ＋４４４．８）（ｓ＋１４９３）（ｓ＋４５４６） 　 （２３）［１０］

Ｇｎｅｗ（ｓ）＝
１９３．３８１２（ｓ＋８．８９９）（ｓ＋３１．０２）（ｓ＋１４０．１）（ｓ＋８６４．４）
（ｓ＋５．８４３）（ｓ＋１５．９１）（ｓ＋６３．９６）（ｓ＋３２８）（ｓ＋３３１３）　　　　　　　　　　　 　 （２４）

图２　（１＋０．２ｓ）－０．５和３个逼近系统的Ｂｏｄｅ图对比
Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＢｏｄｅｄｉａｇｒａｍｓａｍｏｎｇ（１＋０．２ｓ）－０．５

ａｎｄｔｈｒｅｅｏｔｈｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

从图２可以看出，Ｃｈａｒｅｆ逼近法在幅频特性中能够对
原分数阶系统进行很好的近似，但在相频特性中的近似效

果不理想；改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法基本能对原分数阶系统进
行较好的近似，但是还存在一定的误差．相比之下，本文

提出的方法具有更高的近似精度，得到的频率特性曲线在

需要逼近的频段内基本与原分数阶系统重合，并且利用本

文提出的逼近法得到的有理传递函数具有更低的阶次．另
外本文提出的逼近法仿真时间为０．０７８０ｓ，优化速度较快．
４．２　多分数次幂极点（ＭＦＰＰ）系统

一般来说，一个典型的系统比如分散系统，在整个频

域范围内可能是由许多分数阶斜率组成，因此有下面的多

分数次幂极点模型（ＭＦＰＰ）［１７］：

ＧＭ（ｓ）＝
１

∏
ｐ

ｉ＝１
１＋ｓ
ωｃ( )
ｉ

αｉ
，　０＜αｉ＜１，　０＜∑

ｐ

ｉ＝１
αｉ＜１ （２５）

当ωｃ１＝１．３，ωｃ２＝６．２，α１＝０．６，α２＝０．３时，ＭＦＰＰ系

统为

ＧＭ（ｓ）＝
１

１＋ｓ１．( )３
０．６

１＋ｓ６．( )２
０．３　 （２６）

假设需要逼近的频段［１０－２，１０３］，利用 Ｃｈａｒｅｆ逼近
法、改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法和本文提出的逼近法得到的有理
逼近函数如下，对应的Ｂｏｄｅ图如图３所示：

Ｇ１（ｓ）＝
４．９４５８（ｓ＋２２．９６）（ｓ＋２９６．５）（ｓ＋３８２９）
（ｓ＋２．２９６）（ｓ＋２９．６５）（ｓ＋３８２．９）（ｓ＋４９４６）　　　　　 （２７）［１０］

Ｇ２（ｓ）＝
４．６１８３（ｓ＋７．４３５）（ｓ＋１４１．３）（ｓ＋１２７０）
（ｓ＋１．８６１）（ｓ＋１１．８５）（ｓ＋１５９．６）（ｓ＋１７５０）　　　　　 （２８）［１０］

Ｇｎｅｗ（ｓ）＝
４．７７４（ｓ＋３．４３７）（ｓ＋２７．８９）（ｓ＋１６２．１）（ｓ＋１１９０）

（ｓ＋１．６０１）（ｓ＋５．５８３）（ｓ＋３３．２５）（ｓ＋１９４．２）（ｓ＋１５２９）　 （２９）

图３　（１＋ｓ／１．３）－０．６（１＋ｓ／６．２）－０．３和３个逼近系统的Ｂｏｄｅ图对比
Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＢｏｄｅｄｉａｇｒａｍｓａｍｏｎｇ（１＋ｓ／１．３）－０．６·

（１＋ｓ／６．２）－０．３ａｎｄｔｈｒｅｅｏｔｈｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

从图３可以看出，利用本文提出的逼近法得到的频率

特性曲线在需要逼近的频段内与原分数阶系统重合，明显

优于另两种近似法．虽然本文提出的逼近方法得到的有理
逼近函数阶次比另外两种逼近法得到的有理函数高一个阶

次，但是近似精度得到明显的提高．另外，本文提出的逼
近法仿真时间为０．０３１０ｓ，优化速度较快．
４．３　ＦＯ系统

本文提出的逼近法也适用于ＦＯ（ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒ）系统，
即具有下面形式的分数阶系统：

Ｇ（ｓ）＝ １

１＋ ｓ
ω( )
ｃ

[ ]α β，　０＜αβ＜１　 （３０）

当ωｃ＝５，α＝０．６，β＝０．５时，ＦＯ系统为

Ｇ（ｓ）＝ １

１＋ ｓ( )５
０．[ ]６ ０．５ （３１）

假设需要逼近的频段［１０－１，１０３］，利用 Ｃｈａｒｅｆ逼近
法、改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法和本文提出的逼近法得到的有理
逼近函数如下，对应的Ｂｏｄｅ图如图４所示：

００７ 信息与控制　　　　　　　　　　　　　　　　　　４３卷



Ｇ１（ｓ）＝
４６２．３２７８（ｓ＋２９．８２）（ｓ＋８９．２６）（ｓ＋２６７．２）（ｓ＋７９９．９）
（ｓ＋２１．４６）（ｓ＋６２．６４）（ｓ＋１９２．３）（ｓ＋５７５．７）（ｓ＋１７２３）　 （３２）［１０］

Ｇ２（ｓ）＝
９９７．０５１１（ｓ＋４．０７１）（ｓ＋２２．６３）（ｓ＋１５２．５）（ｓ＋７４９．４）
（ｓ＋３．２４６）（ｓ＋１８．４６）（ｓ＋８６．５８）（ｓ＋５５７）（ｓ＋３６３３） 　 （３３）［１０］

Ｇｎｅｗ（ｓ）＝
１３１１．００６４（ｓ＋５．３８４）（ｓ＋４７．７３）（ｓ＋２１２．８）（ｓ＋１０２６）
（ｓ＋３．６４６）（ｓ＋３１．２４）（ｓ＋１４２．２）（ｓ＋６２０．２）（ｓ＋７９６１）　 （３４）

图４　（１＋（ｓ／５）０．６）－０．５和３个近似系统的Ｂｏｄｅ图对比

Ｆｉｇ．４　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＢｏｄｅｄｉａｇｒａｍｓａｍｏｎｇ（１＋（ｓ／５）０．６）－０．５

ａｎｄｔｈｒｅｅｏｔｈｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

从图４可以看出，在有理逼近函数阶次相同的情况
下，本文提出的方法比另外两种方法得到的结果近似精度

要高很多．本文提出的逼近法仿真时间为０．１２５０ｓ，优化
速度较快．
４．４　分数阶振荡系统

分数阶振荡系统，即具有复数极点的分数次幂极点系

统．对于分数阶振荡系统的研究，目前主要集中在系统的
稳定性［１８－２０］及其特征根分布［２１］方面．

文［１８，２１］针对形如：

Ｇ（ｓ）＝ １
（ｓ２＋ω２ｃ）α

　 （３５）

的分数阶振荡系统进行了分析，从理论上证明了分数阶次

的变化对系统特征根分布及其稳定性的影响．并得出如下
结论［１８，２１］：当０＜α＜１时，系统的特征根全部分布在复数
平面的左半平面，系统严格稳定；当α＝１时，系统临界稳
定即自由振荡；当 α＞１时，存在位于复数平面右半平面
的特征根，系统不稳定．文［２１］进一步将这一结论推广到

了一般形式的分数阶振荡系统：

Ｇ（ｓ）＝ １
（ｓ２＋２ξωｃｓ＋ωｃ

２）α
　 （３６）

为了更好地研究分数阶振荡系统的特性，下面利用本

文提出的逼近方法，对分数阶振荡系统进行有理逼近，从

而可以利用整数阶中的方法对分数阶振荡系统的特性作进

一步分析．
本文针对如下形式的分数阶振荡系统进行有理近似：

Ｇ（ｓ）＝ １
ｓ
ω( )
ｃ

２

＋２ξ ｓ
ω( )
ｃ

[ ]＋１α，　０＜α＜１，　０≤ξ＜１ （３７）

通过对上述分数阶振荡系统进行频率特性分析，得出［１０］：

（１）当槡２／２＜ξ＜１时，系统的谐振频率ωｒ和谐振峰
值Ｍｒ不存在．

（２）当ξ槡＝２／２时，ｃ＝０，Ｍｒ＝１．

（３）当０＜ξ槡＜２／２时，ωｒ＝ωｎ １－２ξ槡
２，Ｍｒ＝Ａ（ωｒ）＝

（２ξ１－ξ槡
２）－α．

（４）当ξ＝０时，ωｒ＝ωｎ，Ｍｒ＝∞．
因此，在进行分数阶振荡系统的近似时，要综合考虑

系统阶次α和阻尼比ξ两个参数．
４．４．１　０＜α＜０．５时的分数阶振荡系统

（１）槡２／２＜ξ＜１
在这种情况下，分数阶振荡系统不存在谐振峰值，且

系统的幅频特性曲线斜率为－２０～０，可以直接应用Ｃｈａｒｅｆ
逼近法、改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法对其进行逼近．

当ωｃ＝５，ξ＝０．８５，α＝０．２（０＜α＜０．５）时，分数阶振
荡系统为

Ｇ（ｓ）＝ ２５
ｓ２＋８．５ｓ( )＋２５

０．２

　 （３８）

假设需要逼近的频段为［１０－２，１０３］，利用 Ｃｈａｒｅｆ逼
近法、改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法［１０］和本文提出的逼近法得到

的有理逼近函数如下，对应的Ｂｏｄｅ图如图５所示：

Ｇ１（ｓ）＝
２１０．８４８３（ｓ＋９．７８７）（ｓ＋２５．５４）（ｓ＋６６．６８）（ｓ＋１７４）（ｓ＋４５４．３）（ｓ＋１１８６）
（ｓ＋６．６６８）（ｓ＋１７．４）（ｓ＋４５．４３）（ｓ＋１１８．６）（ｓ＋３０９．５）（ｓ＋８０７．８）（ｓ＋２１０８）　 （３９）［１０］

Ｇ２（ｓ）＝
４７０．８０９５（ｓ＋１６．１２）（ｓ＋４５．９９）（ｓ＋１６１．４）（ｓ＋５１１．７）（ｓ＋１５３５）（ｓ＋５３１０）
（ｓ＋８．５２３）（ｓ＋３１．６１）（ｓ＋９５．２９）（ｓ＋３１８．１）（ｓ＋１１２２）（ｓ＋３４３２）（ｓ＋７４７２）　 （４０）［１０］

Ｇｎｅｗ（ｓ）＝
５２７．３４４２（ｓ＋１５．７８）（ｓ＋６０．３８）（ｓ＋２２９．６）（ｓ＋１１０８）
（ｓ＋８．３９８）（ｓ＋３５．８２）（ｓ＋１３３）（ｓ＋５５６．３）（ｓ＋５７４５）　　　　　　　　　　 　 （４１）

　　从图５可以看出，在逼近精度方面，Ｃｈａｒｅｆ逼近法在相
频特性中近似效果不理想，而利用本文提出的逼近法和改

进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法得到的频率特性曲线在需要逼近的频段
内几乎与原分数阶系统重合．从有理逼近函数阶次上看，本

文提出的逼近法得到的有理逼近函数阶次为５阶，另两种
方法得到的有理函数为７阶，即在逼近精度相同的情况下，
本文提出的逼近法得到的有理逼近函数阶次更低．另外，本
文提出的逼近法仿真时间为０．０４７０ｓ，优化速度较快．

１０７６期 左信，等：基于线性规划的分数阶系统有理函数逼近方法



图５　（２５／（ｓ２＋８．５ｓ＋２５））０．２和３个逼近系统Ｂｏｄｅ图对比
Ｆｉｇ．５　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＢｏｄｅｄｉａｇｒａｍｓａｍｏｎｇ（２５／（ｓ２＋８．５ｓ＋２５））０．２

ａｎｄｔｈｒｅｅｏｔｈｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

（２）０＜ξ槡＜２／２
在这种情况下，虽然分数阶振荡系统的幅频特性曲线

斜率为－２０～０，但是系统存在谐振峰值，直接应用Ｃｈａｒｅｆ
逼近法和改进的 Ｃｈａｒｅｆ法会有很大的逼近误差，因此，
文［１０］提出一种补偿方法，其有理逼近传递函数如式（４２）
所示：

　Ｇ（ｓ）＝
ω２ｎｐ（ｓ

２＋２ξｚωｎｚｓ＋ω
２
ｎｚ）

ω２ｎｚ（ｓ
２＋２ξｐωｎｐｓ＋ω

２
ｎｐ）
·
∏
Ｎ－１

ｉ＝０
（１＋ｓ／ｚｉ）

∏
Ｎ

ｉ＝０
（１＋ｓ／ｐｉ）

（４２）

其中零极点对（ｐｉ，ｚｉ）由改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法得到，［ωｎｐ，

ξｐ，ωｎｚ，ξｚ］利用初始值［ωｃ，ξ，ωｃ，ξ］进行优化得到
［１０］．

而利用本文提出的逼近法可以直接对具有谐振峰值的分数

阶振荡系统进行近似．
当ωｃ＝７６８．４８５５，ξ＝０．３，α＝０．２时，分数阶振荡系

统如下：

Ｇ（ｓ）＝ ５９０５７０
ｓ２＋４６１．０９１３ｓ( )＋５９０５７０

０．７

　 （４３）

假设需要逼近的频段为［１０－１，１０４］，利用Ｃｈａｒｅｆ逼近
法、式（４２）所示的改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法和本文提出的逼近
法得到的有理逼近函数如下，对应的Ｂｏｄｅ图如图６所示：

图６　（５９０５７０／（ｓ２＋４６１．０９１３ｓ＋５９０５７０））０．２和
３个逼近系统Ｂｏｄｅ图对比

Ｆｉｇ．６　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＢｏｄｅｄｉａｇｒａｍｓａｍｏｎｇ（５９０５７０／（ｓ２＋

４６１．０９１３ｓ＋５９０５７０））０．２ａｎｄｔｈｒｅｅｏｔｈｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

Ｇ１（ｓ）＝
１８２２３．６６３６（ｓ＋１５０４）（ｓ＋３９２６）（ｓ＋１０２５０）（ｓ＋２６７５０）（ｓ＋６９８２０）
（ｓ＋１０２５）（ｓ＋２６５７）（ｓ＋６９８２）（ｓ＋１８２２０）（ｓ＋４７５７０）（ｓ＋１２４２００）　　　 　　 （４４）［１０］

Ｇ２（ｓ）＝
４１４４９．４９８３（ｓ＋１６０１）（ｓ＋１．１５×１０４）（ｓ＋６．４６×１０４）（ｓ２＋１０３５ｓ＋５．９０６×１０５）
（ｓ＋９６２．９）（ｓ＋５０９７）（ｓ＋３．４５１×１０４）（ｓ＋２．９１１×１０５）（ｓ２＋８０９．７ｓ＋５．９０６×１０５）

　 （４５）［１０］

Ｇｎｅｗ（ｓ）＝
１２７７３．１５７８（ｓ＋７７０８）（ｓ２＋１４７９ｓ＋１．１４６×１０６）
（ｓ＋３３１０）（ｓ＋４．１６１×１０４）（ｓ２＋１０１８ｓ＋８．２２６×１０５）

　　　　　　　　　　　 　　 （４６）

　　从图６可以看出，在逼近精度方面，本文提出的逼近
法得到的频率特性曲线在需要逼近的频段内与原分数阶系

统重合，而Ｃｈａｒｅｆ逼近法和改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法逼近效果
不理想．从有理逼近函数阶次上看，本文提出的逼近法得
到的有理逼近函数阶次为４阶，另两种方法得到的有理函
数为６阶．因此，本文提出的逼近法得到的有理逼近函数
逼近效果更好而且阶次更低．另外，本文提出的逼近法仿真
时间为０．０１５０ｓ，优化速度快，并且可以直接对具有谐振峰
值的分数阶振荡系统进行近似，不需要补偿，操作简单．
４．４．２　０．５＜α＜１时的分数阶振荡系统

当ωｃ＝０．５，ξ＝０．８５，α＝０．７时，分数阶振荡系统为

Ｇ（ｓ）＝ ２５
ｓ２＋８．５ｓ( )＋２５

０．７

　 （４７）

该分数阶振荡系统不存在谐振峰值，但是系统的幅频特性

曲线斜率为－４０～－２０，而 Ｃｈａｒｅｆ逼近法、改进的 Ｃｈａｒｅｆ
逼近法只能适用于幅频特性曲线斜率为－２０～０的分数阶
系统，因此需要将该分数阶系统模型分解为２个幅频特性
曲线斜率为－２０～０的分数阶系统，如式（４３）所示，然后
再分别进行逼近：

Ｇ（ｓ）＝ ２５
ｓ２＋８．５ｓ( )＋２５

０．３５

·
２５

ｓ２＋８．５ｓ( )＋２５

０．３５

　（４８）

假设需要逼近的频段为［１０－２，１０３］，利用 Ｃｈａｒｅｆ逼
近法、改进的Ｃｈａｒｅｆ逼近法［１０］和本文提出的逼近法得到

的有理逼近函数如式（４９）～（５１）所示，对应的 Ｂｏｄｅ图如
图７所示：

Ｇ１（ｓ）＝
９３１．８９８４（ｓ＋１２．７）２（ｓ＋３８．０１）２（ｓ＋１１３．８）２（ｓ＋３４０．６）２（ｓ＋１０２０）２

（ｓ＋５．８９４）２（ｓ＋１７．６４）２（ｓ＋５２．８２）２（ｓ＋１５８．１）２（ｓ＋４７３．３）２（ｓ＋１４１７）２
　 （４９）［１０］

Ｇ２（ｓ）＝
１５１２．４８９４（ｓ＋１６．９２）２（ｓ＋４２．４８）２（ｓ＋１０５．６）２（ｓ＋３４８）２（ｓ＋８５１．９）２

（ｓ＋６．６９６）２（ｓ＋２０．２２）２（ｓ＋６１．６９）２（ｓ＋１４１．９）２（ｓ＋４３９．４）２（ｓ＋１６８０）２
　 （５０）［１０］

２０７ 信息与控制　　　　　　　　　　　　　　　　　　４３卷



Ｇｎｅｗ（ｓ）＝
０．２５３３９（ｓ＋７．６６１）（ｓ＋２７．６７）（ｓ＋９９．５３）（ｓ＋４２０．４）（ｓ＋３３６８）
（ｓ＋１６．９６）（ｓ＋５８．８８）（ｓ＋２２９．７）（ｓ＋１２１４）（ｓ２＋９．１４７ｓ＋２７．２）

　 （５１）

图７　（２５／（ｓ２＋８．５ｓ＋２５））０．７和３个逼近系统Ｂｏｄｅ图对比
Ｆｉｇ．７　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＢｏｄｅｄｉａｇｒａｍｓａｍｏｎｇ（２５／（ｓ２＋８．５ｓ＋２５））０．７

ａｎｄｔｈｒｅｅｏｔｈｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

　　从图７可以看出，本文提出的逼近法和改进Ｃｈａｒｅｆ逼
近法得到的频率特性曲线在需要逼近的频段内几乎与原分

数阶系统重合．从有理逼近函数阶次上看，利用本文提出
的逼近法得到的有理逼近函数阶次为６阶，另两种方法得
到的有理函数阶次为１２阶，即在近似精度相同的情况下，
本文提出的逼近法能得到的有理逼近函数阶次明显降低．
本文提出的逼近法的仿真时间为０．０７８０ｓ，优化速度较快．
４．５　一般形式的分数阶系统

利用本文提出的方法对一般形式的分数阶系统进行逼

近，并将仿真结果与 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ法、改进的 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ法进
行对比．要逼近的一般形式的分数阶系统如下：

Ｇ（ｓ）＝ ｓ＋１
１０ｓ３．２＋１８５ｓ２．５＋２８８ｓ０．７＋１

　 （５２）

假设需要逼近频段为［１０－３，１０３］，利用Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ近似
法［１１］、改进的Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ近似法［５］对分数阶系统中每一个分

数阶微分算子用整数阶近似，取阶次Ｎ＝３，得到的有理逼近
函数如式（５３）～（５５）所示，对应的Ｂｏｄｅ图如图８所示：

　 Ｇ１（ｓ）＝

（０．０２５１２ｓ２２＋５２．７８ｓ２１＋４．０９５×１０４ｓ２０＋１．４５２×１０７ｓ１９＋２．４４１×１０９ｓ１８＋２．０８４×１０１１ｓ１７＋９．２０３×　
１０１２ｓ１６＋２．０７×１０１４ｓ１５＋２．４６７×１０１５ｓ１４＋１．５８３×１０１６ｓ１３＋５．４７１×１０１６ｓ１２＋１．０６４×１０１７ｓ１１＋１．１９２×
１０１７ｓ１０＋７．６６７×１０１６ｓ９＋２．７６７×１０１６ｓ８＋５．５４３×１０１５ｓ７＋６．００４×１０１４ｓ６＋３．３６１×１０１３ｓ５＋９．８０８×　
１０１１ｓ４＋１．４５９×１０１０ｓ３＋１．０３１×１０８ｓ２＋３．３３５×１０５ｓ＋３９８．１）　　　　　　　　　　　　　　　　

（ｓ２４＋２０７５ｓ２３＋１．５８２×１０６ｓ２２＋５．５６３×１０８ｓ２１＋９．７４５×１０１０ｓ２０＋８．９９４×１０１２ｓ１９＋４．４５２×１０１４ｓ１８＋
１．１８３×１０１６ｓ１７＋１．６９６×１０１７ｓ１６１．３１３×１０１８ｓ１５＋５．５５×１０１８ｓ１４＋１．３５３×１０１９ｓ１３＋２．１５×１０１９ｓ１２＋　
２．４７９×１０１９ｓ１１＋１．９８５×１０１９ｓ１０＋９．４９７×１０１８ｓ９＋２．４８×１０１８ｓ８＋３．４３２×１０１７ｓ７＋２．４５９×１０１６ｓ６＋　
９．０８５×１０１４ｓ５＋１．７３２×１０１３ｓ４＋１．６６４×１０１１ｓ３＋７．８０５×１０８ｓ２＋１．６８４×１０６ｓ＋１３０９）　 　　　　

（５３）［５］

　 Ｇ２（ｓ）＝

（０．０２０５２ｓ２８＋１９３．２ｓ２７＋６．８６７×１０５ｓ２６＋１．２０１×１０９ｓ２５＋１．１３３×１０１２ｓ２４＋５．９２６×１０１４ｓ２３＋１．６９７×　
１０１７ｓ２２＋２．５６６×１０１９ｓ２１＋２．０７２×１０２１ｓ２０＋８．８７６×１０２２ｓ１９＋１．９６７×１０２４ｓ１８＋２．３２６×１０２５ｓ１７＋１．４８６×
１０２６ｓ１６＋５．１２６×１０２６ｓ１５＋９．９５７×１０２６ｓ１４＋１．１１６×１０２７ｓ１３＋７．１７９×１０２６ｓ１２＋２．５９４×１０２６ｓ１１＋５．２１×　

１０２５ｓ１０＋５．６７３×１０２４ｓ９＋３．２１×１０２３ｓ８＋９．５５９×１０２１ｓ７＋１．４７９×１０２０ｓ６＋１．１３９×１０１８ｓ５＋４．３９３×　　
１０１５ｓ４＋８．１１×１０１２ｓ３＋６．２２３×１０９ｓ２＋１．９３６×１０６ｓ＋１８９．７）　　　　　　　　　　　　　　　 　

（ｓ３０＋９１９３ｓ２９＋３．１５１×１０７ｓ２８＋５．２５７×１０１０ｓ２７＋４．７２４×１０１３ｓ２６＋２．３７×１０１６ｓ２５＋６．６３５×１０１８ｓ２４＋
１．０２７×１０２１ｓ２３＋８．８２２×１０２２ｓ２２＋４．１８７×１０２４ｓ２１＋１．０８６×１０２６ｓ２０＋１．５３４×１０２７ｓ１９＋１．１７７×１０２８ｓ１８＋
４．９４９×１０２８ｓ１７＋１．２×１０２９ｓ１６＋１．８９５×１０２９ｓ１５＋２．１７×１０２９ｓ１４＋１．７３×１０２９ｓ１３＋８．２６５×１０２８ｓ１２＋　
２．１５９×１０２８ｓ１１＋２．９９５×１０２７ｓ１０＋２．１５７×１０２６ｓ９＋８．０４２×１０２４ｓ８＋１．５６１×１０２３ｓ７＋１．５５４×１０２１ｓ６＋
７．８５６×１０１８ｓ５＋１．９９２×１０１６ｓ４＋２．３８７×１０１３ｓ３＋１．２１５×１０１０ｓ２＋２．５７６×１０６ｓ＋１８９．７）　　　　　

（５４）［５］

Ｇｎｅｗ（ｓ）＝

（５．８４２×１０－１０ｓ９＋３．１４４×１０－７ｓ８＋０．００４７９１ｓ７＋３．３２６×１０－５ｓ６＋１５．４３ｓ５＋２７８．４ｓ４＋７６３．９ｓ３＋
４０９．５ｓ２＋３８．９４ｓ＋０．３９５６）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（５．０２１×１０－５ｓ１０＋０．１７３９ｓ９＋２．６２３ｓ８＋５３８．８ｓ７＋１．９２３×１０４ｓ６＋９．４１８×１０４ｓ５＋７．７５２×１０４ｓ４＋
１．４４３×１０５ｓ３＋２．６３１×１０４ｓ２＋６３５．３ｓ＋１）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　

（５５）

　　由图８可以看出，在逼近精度方面，本文提出的逼近
法的拟合效果介于两者之间，在低频段的近似效果不太理

想；从有理逼近函数阶次上分析，利用改进的Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ近
似法得到的整数阶模型阶次达到３０阶，会使系统的控制
变得异常困难，而本文提出的方法得到的整数阶模型阶次

为１０阶，远低于Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ近似法得到的有理逼近函数阶
次；从优化时间上分析，Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ近似法优化时间为
０．０７８０ｓ，改进的Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ近似法优化时间为０．０９４０ｓ，

本文提出的逼近法优化时间为０．０４８０ｓ，从而验证了本文
提出的逼近法所用仿真时间最短，优化速度加快．

５　总结
综上所述，本文提出的逼近法是根据频域误差极小化

原理，通过频率曲线拟合对分数阶系统直接进行有理函数

近似，所以不仅适用于具有分数次幂点的系统，也适用于一

般形式的分数阶系统．同时避免了对分数阶系统中的每一

３０７６期 左信，等：基于线性规划的分数阶系统有理函数逼近方法



图８　原分数阶系统和３个逼近系统的Ｂｏｄｅ图对比
Ｆｉｇ．８　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＢｏｄｅｄｉａｇｒａｍｓａｍｏｎｇｔｈｅｔｒｕｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｓｙｓｔｅｍａｎｄｔｈｒｅｅｏｔｈｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

个分数阶微分算子分别进行近似从而产生阶次非常高的整数

阶模型．因此，在整个需要逼近的频段内，利用本文提出的逼
近法得到的有理逼近函数能够以较低的阶次达到较好的近似

效果．另外，从仿真时间上可以看出，将误差极小化过程转化
为线性规划问题求解，使求解变得简单快捷，优化速度加快．

但是由于Ｍａｔｌａｂ处理问题的精度有限，利用本文提出

的方法进行数值运算过程中，当有理逼近函数阶次较高

时，需要逼近频段的范围过大会导致Ｍａｔｌａｂ不能得到精确
的处理结果，从而会影响低频或高频处的近似效果．另
外，在误差的处理过程中，为了简化计算过程，把误差乘

了一个分母，在一定程度上会影响结果的精确度．因此，
如何避免这些不足，是接下来需要重点研究的问题．
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