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摘要
针对多变量离散控制系统的控制设计问题，提出了一种设计数字ＰＩＤ（ｐｒｏｐｏｒ

ｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ）控制器的新方法．通过 ＫａｌｍａｎＹａｋｕｂｏｖｉｃＰｏｐｏｖ（ＫＹＰ）引
理，对离散系统ｚ域按系统频率和采样周期的乘积范围进行划分；然后基于模型
匹配原则将ＰＩＤ控制器设计转化为求相应区域内 Ｈ∞范数构成的不等式最优解问
题．同时将此不等式用系统状态空间中各系数矩阵表示，利用解线性矩阵不等式
的方法进行求解；最后，通过数值例子验证，该方法可提高系统对频率和采样周期

取值的鲁棒性，从而使所设计的控制器有更大的适用范围．
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１　引言
经典控制理论在一定程度上能较方便地处理单变量控

制系统的相关问题，但它所提供的方法有明显的凑试性，

仅限于系统存在微小摄动的不确定性情况．状态空间方法
能较好地解决多变量控制系统的分析和综合问题［１－７］，改

善得到的 ＬＱＧ（ｌｉｎｅａｒｑｕａｄｒａｔｉｃＧａｕｓｓｉａｎ）状态反馈线性控
制系统具有很好的稳定裕度．然而以上两种方法对被控对
象摄动的鲁棒性不够理想［８］．Ｚａｍｅｓ［９］首次提出了利用控
制系统内某些信号间的传递函数的Ｈ∞范数作为优化指标

的设计思想．随后，Ｄｏｙｌｅ等［１０］提出直接状态空间法，这

是Ｈ∞控制理论的最大突破，他们将标准Ｈ∞控制问题归结
为两个代数Ｒｉｃｃａｔｉ方程的求解问题．

Ｉｗａｓａｋｉ等［１１－１２］把Ｈ∞控制问题的求解进一步归结为
线性矩阵不等式的求解，提出了广义 ＫＹＰ（ＧＫＹＰ）引理，
从而将Ｈ∞控制问题转化为一个凸优化问题来处理．在传

统的ｚ域法和状态空间法的基础上，Ｈａｒａ等［１３］根据所设

计的连续ＰＩＤ控制器的传递函数离散化得到了数字ＰＩＤ控
制器，尽管得到的闭环控制系统能在采样时间取得较小时

达到预期的性能指标，但随着采样时间的进一步减小，系

统的所有极点向ｚ平面稳定边界移动，反之随着采样时间
的增大，阶跃响应的性能变差，甚至会出现系统振荡及不

稳定的现象．Ｍｏｃｈｉｚｕｋｉ等［１４］针对板球系统利用 ＧＫＹＰ引
理提出了一种ＰＩＤ控制器设计方法．文［１５］提出了线性参
数变化系统的一种新型控制器设计方法，基于ＧＫＹＰ引理
设计了线性参数变化系统的降阶控制器，且干扰输入的谱



信息可以由一个矩阵值积分二次约束标征．最近，文［１６］
简要综述了ＫＹＰ引理和 ＧＫＹＰ引理的进展及应用．然而，
上述研究主要集中在线性连续系统的时域分析和控制器设

计，且缺乏对系统鲁棒性分析，具有一定的局限性．
本文将ＧＫＹＰ引理应用于线性离散控制系统，根据系统

频率和采样周期的乘积范围划分离散系统的ｚ域，并利用模
型匹配原则［１７］将ＰＩＤ控制器的设计问题转化为求解相应区域
内Ｈ∞范数构成不等式的最优解问题．然后，将此不等式的求
解问题转化为控制器和被控对象状态空间表达式各系数所组

成线性矩阵不等式（ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＬＭＩ）［１８］的求解问
题．这种方法综合考虑了频率与采样周期的取值，使控制系
统提高了对频率和采样周期取值的鲁棒性，使设计的数字

ＰＩＤ控制器有更大的适用范围，在满足系统性能要求及确保
系统稳定性的同时，使采样周期的取值范围变宽．

２　预备知识
２．１　近似模型匹配

图１所示为离散控制系统．

图１　离散控制系统结构图
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｃｈａｒｔｏｆｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ

图１中，Ｄ（ｚ）表示数字 ＰＩＤ控制器；Ｋｃ（ｚ）表示被控
对象进行ｚ变换后的传递函数．根据模型匹配原则，先选
择一个参考模型，其开环传递函数记作 Ｋε（ｚ）．这样就可
以通过解以下不等式来完成对Ｄ（ｚ）的设计：

Ｄ（ｚ）Ｋｃ（ｚ）－Ｋε（ｚ）∞ ＜ε　 （１）
其中，ε是给定的正实数．ε取值越小，模型匹配的效果
越好［１９］．
２．２　ＧＫＹＰ引理

对于矩阵Μ，其转置矩阵及共轭转置矩阵分别记作
ＭＴ和Ｍ．Ｍ是Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，即满足Ｍ＝Ｍ．对于矩
阵Φ和Ｐ，它们的张量积记作ΦＰ．

引理１［１２］　给定复矩阵Ａ，Ｂ，Π＝Π和（Φ^，Ψ^）∈Ω，

其中Ω： {＝ （Φ　 ，^Ψ　 ）^ α，β∈Ｒ，Ｍ∈Ｃ２×２使得 Φ
　 ＝^

Ｍ
０ α
α[ ]０Ｍ，α·ｄｅｔ（Ｍ）≠０，Ψ^＝Ｍ

－１ β
β[ ]１ }Ｍ ．

定义Λ：＝｛λ∈Ｃ σ（λ，Φ^）＝０，σ（λ，Ψ^）≥０｝，假

设（Ａ，Ｂ）是可控的，且Ａ不含特征值λ使得σ（λ，Φ^）＝０
成立．那么以下陈述是等价的：
１）对于Ａ的所有特征值λ∈Λ下述不等式成立

（λＩ－Ａ）－１Ｂ[ ]Ｉ



Π
（λＩ－Ａ）－１Ｂ[ ]Ｉ

≤０　 （２）

２）存在Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵Ｐ和Ｑ，满足Ｑ＞０，且
Ａ Ｂ
Ｉ[ ]０



Ｌ（Ｐ，Ｑ）
Ａ Ｂ
Ｉ[ ]０ ＋Π≤０

Ｌ（Ｐ，Ｑ）：＝Φ^Ｐ＋Ψ^Ｑ

　 （３）

２．３　离散系统的状态空间表达式
一个线性连续时间系统的状态空间表达式为

ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）＋Ｄｕ（ｔ{ ）

　 （４）

对其进行离散化处理，取采样周期为Ｔ，采样时间表示为ｋＴ
（ｋ＝０，１，２，…）．设控制输入ｕ（ｔ）只在采样时刻发生变化，
在相邻两采样时刻之间，ｕ（ｔ）是通过零阶保持器保持不变的，
且等于前一采样时间之值，即在ｋＴ和（ｋ＋１）Ｔ之间，ｕ（ｔ）＝
ｕ（ｋＴ）＝常数，则式（４）离散化得到的状态空间表达式为

ｘ（ｋ＋１）＝Ｇ（Ｔ）ｘ（ｋ）＋Ｈ（Ｔ）ｕ（ｋ）　 （５）
ｙ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ）＋Ｄｕ（ｋ）　　　 （６）

其中，

Ｇ（Ｔ）＝ｅＡＴ　　　 　 （７）

Ｈ（Ｔ）＝∫
Ｔ

０
ｅＡｔｄｔ·Ｂ　 （８）

３　主要结果
根据文［１２］中按频域对 Ψ进行划分的方法及 ｚ＝

ｅｓＴ＝ｅｊωＴ的转换关系，可得表１．

表１　Θ与Ψ的对应关系
Ｔａｂ．１　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎΘａｎｄΨ

Θ Ψ

｜θ｜≤珟ｌ
０ １
１ －２ｃｏｓ珟[ ]

ｌ

０≤θ≤珟ｌ
０ －ｅｊ

珟ｌ
２

－ｅ－ｊ
珟ｌ
２ ２ｃｏｓ

珟ｌ







２

珟ｌ≤θ≤珟ｈ
０ ｅｊ

珟ｌ＋珟ｈ
２

ｅ－ｊ
珟ｌ＋珟ｈ
２ －２ｃｏｓ

珟ｈ－珟ｌ







２

珟ｈ≤｜θ｜
０ －１
－１ ２ｃｏｓ珟[ ]

ｈ

珟ｈ≤θ
０ ｊｅｊ

珟ｈ
２

－ｊｅ－ｊ
珟ｈ
２ －２ｓｉｎ

珟ｈ







２

　　为便于讨论，将Θ表示为

Θ＝ θ∈Ｒ：
ｅｊθ[ ]１



Ψ
ｅｊθ[ ]１ ≥{ }０　 （９）

其中，｜θ｜＝｜ωＴ｜≤π，Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵Ψ∈Ｃ２×２．在线性定
常离散时间控制系统中，初始状态通常取０，即ｘ（ｋ）｜ｋ＝０＝
０．将式（５）进行ｚ变换可得ｚｘ（ｚ）＝Ｇｘ（ｚ）＋Ｈｕ（ｚ），在满
足ｄｅｔ（ｚＩ－Ｇ）≠０时，整理可得

ｘ（ｚ）＝（ｚＩ－Ｇ）－１Ｈｕ（ｚ）　 （１０）
同理，由式（６）可得

ｙ（ｚ）＝Ｃｘ（ｚ）＋Ｄｕ（ｚ）　 （１１）
进而可得

Ｋ（ｚ）＝ｙ（ｚ）／ｕ（ｚ）＝Ｃ（ｚＩ－Ｇ）－１Ｈ＋Ｄ　 （１２）
推论１　给定Ｇ∈Ｒｎ×ｎ和 Ｈ∈Ｒｎ×ｍ（Ｇ和 Ｈ可由连续
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系统中 Ａ和 Ｂ唯一确定）以及 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵 Π∈
Ｃ（ｎ＋ｍ）×（ｎ＋ｍ），设Ｋ（ｅｊθ）＝（ｅｊθＩ－Ｇ）－１Ｈ，当ｄｅｔ（ｅｊθＩ－Ｇ）≠０
（θ∈Θ）时，下列条件等价：
１）θ∈Θ，

（ｅｊθＩ－Ｇ）－１Ｈ[ ]Ｉ



Π
（ｅｊθＩ－Ｇ）－１Ｈ[ ]Ｉ

＜０　 （１３）

２）存在Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵Ｐ和Ｑ，满足Ｑ＞０，且

　
Ｇ Ｈ
Ｉ[ ]０

Ｔ Ｐ ０
０ －[ ]Ｐ ＋Ψ( )Ｑ Ｇ Ｈ

Ｉ[ ]０ ＋Π＜０ （１４）

证明　令ｅｊθ＝λ，则有 ｅｊθｅ－ｊθ－１＝０，其等价的矩阵

形式为
λ[ ]１
 １ ０[ ]０ －１

λ[ ]１ ＝０．
根据引理１可得Φｚ＝

１ ０[ ]０ －１
，又由θ∈Θ，可知λ∈

Λ．进而，根据实矩阵的转置与共轭转置等价的事实，可得
此推论成立．

推论２　给定Ｇ∈Ｒｎ×ｎ和Ｈ∈Ｒｎ×ｍ（Ｇ和Ｈ可由连续系
统中Ａ和Ｂ唯一确定）以及Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵Π∈Ｃ（ｎ＋ｍ）×（ｎ＋ｍ），
设Ｋ（ｅｊθ）＝（ｅｊθＩ－Ｇ）－１，则当ｄｅｔ（ｅｊθＩ－Ｇ）≠０（θ∈Θ）
时，下列条件等价：

１）θ∈Θ，
　 ［Ｃ（ｅｊθＩ－Ｇ）－１ Ｉ］Π［Ｃ（ｅｊθＩ－Ｇ）－１ Ｉ］ ＜０ （１５）
２）存在Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵Ｐ和Ｑ＞０，且

　
Ｇ Ｉ
Ｃ[ ]０

Ｐ ０
０ －[ ]Ｐ ＋ΨＴ( )Ｑ Ｇ Ｉ

Ｃ[ ]０
Ｔ

＋Π＜０ （１６）

证明　因为
ｅｊθ[ ]１



Ψ
ｅｊθ[ ]１ 为标量，所以有

ｅｊθ[ ]１


Ψ
ｅｊθ[ ]１ ＝

ｅｊθ[ ]１


Ψ
ｅｊθ[ ]( )１

Ｔ

展开可得

ｅｊθ[ ]１


Ψ
ｅｊθ[ ]１ ＝［ｅｊθ １］ΨＴ

ｅ－ｊθ[ ]１ ＝
ｅ－ｊθ[ ]１



ΨＴ
ｅ－ｊθ[ ]１ ．

令 珋θ＝珚ωＴ＝－ωＴ＝－θ，则

珚Θ＝ 珋θ∈Ｒ：
ｅｊ珋θ[ ]１



ΨＴ
ｅｊ珋θ[ ]１ ≥{ }０

于是有不等式

ｄｅｔ（ｅｊθＩ－Ｇ）≠０（θ∈Θ）
与

ｄｅｔ（ｅｊ珋θＩ－Ｇ）≠０（珋θ∈珚Θ）
等价，则推论２中结论１）可等价为

珋θ∈珚Θ，［Ｋ（ｅ－ｊ珋θ） Ｉ］Π［Ｋ（ｅ－ｊ珋θ） Ｉ］ ＜０
此式又等价为

Ｋ（ｅ－ｊ珋θ）[ ]Ｉ



Π
Ｋ（ｅ－ｊ珋θ）[ ]Ｉ

＜０

其中，Ｋ（ｅ－ｊ珋θ）＝（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ．根据推论１，推论２中１）
成立的等价条件为：存在 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵 Ｐ和 Ｑ＞０，使得
式（１６）成立，所以结论２）成立．证毕．

由推论１可得以下定理：
定理１　当 ｄｅｔ（ｅｊθＩ－Ｇ）≠０（θ∈Θ）时，不等式

Ｋ（ｚ）θ
∞ ＝ Ｃ（ｚＩ－Ｇ）－１Ｈ＋Ｄ θ

∞ ＜ε成立的充要条件是
存在Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵Ｐ和Ｑ＞０使得

Ｇ Ｈ
Ｉ[ ]０

Ｔ Ｐ ０
０ －[ ]Ｐ ＋Ψ( )Ｑ Ｇ Ｈ

Ｉ[ ]０ ＋　
ＣＴＣ ＣＴＤ
ＤＴＣ ＤＴＤ－ε２[ ]Ｉ＜０ （１７）

成立．
证明　根据Ｈ∞范数的定义，可得 Ｋ（ｚ）Θ

∞ ＜ε等价于
ｓｕｐ
θ∈Θ
σｍａｘ（Ｋ（ｅ

ｊθ））＜ε，其中σｍａｘ为最大奇异值．根据Ｋ（ｚ）

定义有

Ｋ（ｅｊθ）Ｋ（ｅｊθ）＜ε２Ｉ，θ∈Θ
进一步展开得

（Ｃ（ｅｊθＩ－Ｇ）－１Ｈ＋Ｄ）（Ｃ（ｅｊθＩ－Ｇ）－１Ｈ＋Ｄ）－ε２Ｉ＜０，θ∈Θ
将其写成矩阵形式为

　
（ｅｊθＩ－Ｇ）－１Ｈ[ ]Ｉ

 ＣＴＣ ＣＴＤ
ＤＴＣ ＤＴＤ－ε２[ ]Ｉ

（ｅｊθＩ－Ｇ）－１Ｈ[ ]Ｉ
＜０，θ∈Θ （１８）

取Π＝
ＣＴＣ ＣＴＤ
ＤＴＣ ＤＴＤ－ε２[ ]Ｉ，根据推论１，当ｄｅｔ（ｅｊθＩ－

Ｇ）≠０（θ∈Θ）时，式（１８）成立的充要条件是存在Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ
矩阵Ｐ和Ｑ＞０使得式（１７）成立，即此定理成立．证毕．

定理１的对偶形式如定理２所示，定理２的形式在实
际问题中应用范围更为广泛．

定理２　当 ｄｅｔ（ｅｊθＩ－Ｇ）≠０（θ∈Θ）时，则不等式
Ｋ（ｚ）Θ

∞ ＝ Ｃ（ｚＩ－Ｇ）－１Ｈ＋Ｄ Θ
∞ ＜ε成立的充要条件是

存在Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵Ｐ和Ｑ＞０使得下述不等式成立：
Ｇ Ｉ
Ｃ[ ]０

Ｐ ０
０ －[ ]Ｐ ＋ΨＴ( )Ｑ Ｇ Ｉ

Ｃ[ ]０
Ｔ

＋　

ＨＨＴ ＨＤＴ

ＤＨＴ ＤＤＴ－ε２[ ]Ｉ＜０ （１９）

证明　类似于定理１的证明，根据无穷范数及奇异值
的定义可得

（ＨＴ（ｅ－ｊθＩ－ＧＴ）－１ＣＴ＋ＤＴ）（ＨＴ（ｅ－ｊθＩ－ＧＴ）－１ＣＴ＋ＤＴ）－
ε２Ｉ＜０，θ∈Θ
再结合推论２可得
（ＨＴ（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ＋ＤＴ）（ＨＴ（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ＋ＤＴ）－
ε２Ｉ＜０，珋θ∈珚Θ
进一步展开得

　 （（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ）ＨＨＴ（（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ）＋
（（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ）ＨＤＴ＋ＤＨＴ（（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ）＋
ＤＤＴ－ε２Ｉ＜０，θ∈Θ

其矩阵形式为

（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ[ ]Ｉ



·
ＨＨＴ ＨＤＴ

ＤＨＴ ＤＤＴ－γ２[ ]Ｉ·
（ｅｊ珋θＩ－ＧＴ）－１ＣＴ[ ]Ｉ

＜０，θ∈Θ

证毕．
定理３　当 ｄｅｔ（ｅｊθＩ－Ｇ）≠０（θ∈Θ）时，则不等式

Ｋ（ｚ）Θ
∞ ＝ Ｃ（ｚＩ－Ｇ）

－１Ｈ Θ
∞ ＜ε成立的充要条件是存在

９６６６期 乔勇，等：线性离散控制系统的频域分析与控制



Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵Ｐ和Ｑ＞０使得下述不等式成立：

Ｎ
Ｈ[ ]０

ＨＴ[ ]０ －







Ｉ
＜０　 （２０）

其中，

Ｎ：＝
Ｇ Ｉ
Ｃ[ ]０

Ｐ ０
０ －[ ]Ｐ ＋ΨＴ( )Ｑ Ｇ Ｉ

Ｃ[ ]０
Ｔ ０ ０
０ －ε２[ ]Ｉ．

证明　由定理２知，当Ｄ＝０时，不等式
Ｃ（ｚＩ－Ｇ）－１Ｈ Θ

∞ ＜ε
成立的充要条件是存在 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵 Ｐ和 Ｑ＞０使得下
述不等式成立：

Ｇ Ｉ
Ｃ[ ]０

Ｐ ０
０ －[ ]Ｐ ＋ΨＴ( )Ｑ Ｇ Ｉ

Ｃ[ ]０
Ｔ

＋
ＨＨＴ ０
０ －ε２[ ]Ｉ＜０

此式也可表示为

Ｇ Ｉ
Ｃ[ ]０

Ｐ ０
０ －[ ]Ｐ ＋ΨＴ( )Ｑ Ｇ Ｉ

Ｃ[ ]０
Ｔ

＋
０ ０
０ －ε２[ ]Ｉ＋

Ｈ[ ]０Ｉ［ＨＴ ０］＜０
因此，结合Ｓｃｈｕｒ补引理，便可得式（２０），证毕．

４　数值仿真

例　考虑连续线性控制系统被控对象：

Ｋｃ（ｓ）＝４４０
（ｓ２＋０．７５ｓ＋５４０）（ｓ２＋０．７５ｓ＋３６６６）

（ｓ２＋２ｓ）（ｓ２＋２．４ｓ＋１２７６）（ｓ２＋１．２ｓ＋４１００）
将传递函数Ｋｃ（ｓ）＝Ｃｃ（ｓＩ－Αｃ）

－１Ｂｃ转化为状态空间形
式可得

Ａｃ＝

０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
０ －１．０５×１０７ －２．４７×１０７ －９．７２×１０６ －１．２９×１０４















－２３６９

Ｃｃ＝４４０［１．９８×１０６ ３１４８ ４２０９ １．５ １ ０］
Ｂｃ＝［０ ０ ０ ０ ０ １］Ｔ，Ｄｃ＝０

　　由式（１２）可得 Ｋｃ（ｚ）＝Ｃｃ（ｚＩ－Ｇｃ）
－１Ｈｃ＋Ｄｃ，其中

Ｇｃ和Ｈｃ可由Ａｃ和Ｂｃ求得．
我们的目的是设计数字ＰＩＤ控制器使得在单位阶跃输

入下，输出响应没有静态误差；且使最终串联上控制器的

系统的超调量不大于３０％，上升时间ｔｒ不大于０．５ｓ，调节
时间ｔｓ不大于１ｓ；系统频率变化及采样时间变大或变小
时，系统具有一定鲁棒性，能保持其输出性能并且稳定．

在ｓ域内ＰＩＤ控制器的传递函数可表示为

Ｄ（ｓ）＝ＫＰ＋
ＫＩ
ｓ＋

ＫＤｓ
ＴＤｓ＋１

＝ＣＤ（ｓＩ－ＡＤ）
－１ＢＤ＋ＤＤ

则其状态空间表达式系数矩阵为

ＡＤ＝
０ １

０ －１Ｔ[ ]
Ｄ

，ＢＤ＝[ ]０１　　　　
ＣＤ＝

ＫＩ
ＴＤ

ＫＩ－
ＫＤ
Ｔ[ ]
Ｄ
，ＤＤ＝ＫＰ＋

ＫＤ
ＴＤ

则ｚ域内的ＰＩＤ控制器可表示为
Ｄ（ｚ）＝ＣＤ（ｚＩ－ＧＤ）

－１ＨＤ＋ＤＤ
其中，ＧＤ和ＨＤ可由ＡＤ和ＢＤ计算得到．

根据系统性能指标的设计要求得到参考模型的传递函

数为

　Ｋε（ｓ）

＝１７３５９ （ｓ＋７）（ｓ＋０．３）（ｓ
２＋０．７ｓ＋５４０）（ｓ２＋０．７ｓ＋３６７０）

ｓ２（ｓ＋１０００）（ｓ＋２）（ｓ２＋２ｓ＋１３００）（ｓ２＋ｓ＋４１００）
将其转化为状态空间表达式的形式，可以得到相应矩阵

Ａε，Ｂε，Ｃε，进而可得对应离散系统矩阵Ｇε和Ｈε并求出
Ｋε（ｚ）．

记Ｋ（ｚ）＝Ｄ（ｚ）Ｋｃ（ｚ）－Ｋε（ｚ）＝Ｃ（ｚＩ－Ｇ）
－１Ｈ，经推

导得到Ｇ和Ｈ可表示如下：

Ｇ＝

Ｇｃ ＧｃＣＤ ０

０ ＧＤ ０

０ ０ Ｇ









ε

，Ｈ＝

ＨｃＤＤ
ＨＤ
Ｈ









ε

Ｃ＝［Ｃｃ ０ －Ｃε］
从而，可将不同频率及采样时间对应下的离散控制系统的

ＰＩＤ控制器优化设计的问题转化为通过 Ｋ（ｚ）Θ
∞
＜ε计算

状态空间表达式各项系数矩阵中不同参数的问题．
对于被控对象Ｋｃ（ｓ），其单位负反馈系统的阶跃响应

曲线如图２所示．

图２　原闭环系统阶跃响应曲线
Ｆｉｇ．２　Ｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ

０７６ 信息与控制　　　　　　　　　　　　　　　　　　４４卷



Ｉｗａｓａｋｉ等［１２－１３］提出的ｚ域数字 ＰＩＤ控制器设计是在
计算出Ｄ（ｓ）的基础上利用Ｔｕｓｔｉｎ差分法将其离散化，即

Ｄ（ｚ）＝Ｄ（ｓ）ｓ＝２Ｔ
ｚ－１
ｚ＋１
　 （２１）

基于该方法得出在不同采样时间下的阶跃响应曲线如

图３所示．

图３　基于式（２１）控制器的阶跃响应曲线
Ｆｉｇ．３　Ｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｂａｓｅｄｏｎｆｏｒｍｕｌａ（２１）ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

当采样周期Ｔ较小时，这种方法还可达到预期的性能
指标．随着采样周期降低，最小相位系统的离散时间模型
会变成具有不稳定零点的非最小相位系统，且极点向稳定

边界移动；反之，随着采样周期增大，由于此方法并没有

考虑采样时间与原连续系统频率间的关系，即没有考虑其

乘积所在的区间．因此，阶跃响应的性能变差，甚至会出
现系统振荡及不稳定的现象．

在给定误差限ε 槡＝ ０．０５及 ＴＤ＝０．００１ｓ后，根据本实
例所研究系统的频率取值及采样时间的取值范围，按表１
中格式可把角度划分为０≤θ≤０．２，θ≥０．２和｜θ｜≥１．５这
３种情况，再应用本文方法设计 ＰＩＤ控制器，只需将上述
推导及数据代入定理３中不等式（２０），进一步根据求得的

矩阵Ｇ和Ｈ可得控制器参数为：ＫＰ＝０．３１，ＫＩ＝０．１，ＫＤ＝
０．０４．该控制器的设计方法综合考虑了 ω，Ｔ，ωＴ的取值，
这样使θ落在更为合适的区间，从而使得Ψ的取值更符合
实际情况的需求．只要选取合适的参考模型，就可提高控
制系统性能，即提高控制系统对频率及采样时间的鲁棒

性．利用所设计的控制器作用于系统进行仿真，获得阶跃
响应曲线如图４所示．由图４可知，随着采样时间的增加，
系统依然保持了良好性能，并未出现振荡及不稳定现象．

图４　基于模型匹配ＰＩＤ控制器的阶跃响应曲线
Ｆｉｇ．４　Ｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｂａｓｅｄｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ

ｍｏｄｅｌｍａｔｃｈｉｎｇＰＩＤｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

５　结论
本文提出利用系统频率和采样周期划分ｚ域来改进数

字ＰＩＤ控制器的设计方法，结合ＧＫＹＰ引理、Ｈ∞范数和模
型匹配原则，提出了频域下控制器设计和解线性矩阵不等

式之间的等价关系．该方法减小了采样周期对系统性能的
影响，从而提高了控制系统的鲁棒性，所设计的数字 ＰＩＤ
控制器也具有更广的应用范围．
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