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摘要
研究了分数阶混沌系统的投影同步问题，基于ＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏ（ＴＳ）模糊模型和

预测反馈控制，提出了一种新的实现分数阶混沌系统同步的模糊预测投影同步方

法．利用分数阶李亚普诺夫直接方法，导出了分数阶混沌系统的投影同步准则．
与现有的方法相比，该方法具有控制器结构简单，控制代价小及通用性强等特点，

可适用于混沌研究文献中一大类分数阶混沌系统．通过对两个分数阶混沌系统的
数值实验进一步验证了所提投影同步方法的有效性．
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０　引言
作为整数阶微积分自然推广的分数阶微积分是数学的

一个研究分支，它起源于１９世纪，已有近３００年的历史．
随着对分数阶微积分研究的不断深入，研究者普遍认为一

些物理系统用分数阶微积分描述更加准确，因此分数阶微

积分已经成为科学和工程许多领域的研究热点之一．现
在，人们发现许多分数阶动力系统表现出混沌与超混沌行

为，如分数阶Ｃｈｅｎ系统［１］、分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统［２－３］、分数

阶ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统［４］、分数阶 Ｒｓｓｌｅｒ系统［５－６］、分数阶

金融系统［７］和分数阶超混沌 Ｃｈｅｎ系统［８］等．另一方面，
混沌同步在保密通信领域有着巨大的应用前景．自１９９０年

Ｐｅｃｏｒａ和Ｃａｒｒｏｌｌ提出了混沌同步的定义并在电路中应用以
来，混沌同步迅速成为非线性研究领域的热点．１９９９年，
Ｍａｉｎｉｅｒｉ和Ｒｅｈａｃｅｋ在研究部分线性混沌系统中观察到的
投影同步是重要的混沌同步类型［９］，该同步类型为在一定

条件下耦合的驱动系统与响应系统间的输出状态不仅相位

锁定，而且振幅还按某一比例因子关系演化．近来，投影
同步已被许多学者进行了广泛的研究［１０－１３］．

ＴＳ模型是一种典型的动态系统模糊模型，它将线性
系统理论与模糊理论相结合来解决非线性系统控制问题，

将整个非线性系统的控制看作是多个局部线性系统控制的

模糊叠加．利用ＴＳ型模糊系统精确表示混沌系统，文［１４］
实现了混沌系统的同步控制．



由于Ｕｓｈｉｏ等［１５］提出的预测反馈控制方法不需要任何

外部生成的控制信号，因此它是一种非常有效的控制方法．
文［１５］研究了整数阶离散混沌系统的预测控制，其中控制
输入是由预测状态和当前状态的差决定．后来，Ｂｏｕｋａｂｏｕ
等在文［１６］中提出了整数阶连续时间混沌系统的预测反
馈控制．基于ＴＳ模糊模型和预测控制方法，Ｓｅｎｏｕｃｉ［１７］和
Ｚｈｅｎｇ［１８］等分别研究了整数阶和分数阶连续时间混沌系统
的控制与同步．

基于ＴＳ模糊模型和预测反馈控制，本文提出了一种
新的实现分数阶混沌系统同步的模糊预测投影同步方法．
基于分数阶李亚普诺夫直接方法，分数阶混沌系统渐近同

步的充分条件被明确给出和严格的证明．数值仿真表明该
方法的有效性．

１　分数阶微积分
分数阶微分的定义有多种，这里采用 Ｃａｐｕｔｏ定义．

Ｃａｐｕｔｏ微分定义为［１９］

Ｃ
ａＤαｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

ａ
（ｔ－τ）（ｎ－α－１）ｆ（ｎ）（τ）ｄτ　 （１）

式中，ｎ－１＜α＜ｎ，ｎ∈Ｎ，Γ（·）为伽马函数：

Γ（ｚ）＝∫
∞

０
ｅ－ｔｔｚ－１ｄｔ　 （２）

考虑非自治分数阶系统：

ｄαｘ
ｄｔα
＝ｆ（ｘ（ｔ），ｔ）　 （３）

其中，α∈（０，１）是分数阶，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，
ｘｎ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｎ是系统的状态向量，ｆ（·）＝［ｆ１，ｆ２，…，ｆｎ］
Ｔ∈

Ｒｎ是可微的非线性向量函数．
引理１［２０］　设ｘ（ｔ）＝０是非自治分数阶系统（３）的一个

平衡点，假设存在一个李亚普诺夫函数Ｖ（ｘ（ｔ），ｔ）和Ｋ类
函数γｉ（ｉ＝１，２，３）满足：

γ１（ ｘ（ｔ））≤Ｖ（ｘ（ｔ），ｔ）≤γ２（ ｘ（ｔ））　 （４）
ｄαＶ（ｘ（ｔ），ｔ）

ｄｔα
≤－γ３（ ｘ（ｔ）） （５）

这里α∈（０，１），那么系统（３）是渐近稳定的．
引理２［１９］　设ｘ（ｔ）∈Ｒｎ是一个可微函数向量，那么

对于任意ｔ≥０且α∈（０，１），不等式（６）成立：
１
２
ｄα（ｘＴ（ｔ）Ｐｘ（ｔ））

ｄｔα
≤ｘＴ（ｔ）Ｐｄ

αｘ（ｔ）
ｄｔα

　 （６）

其中Ｐ∈Ｒｎ×ｎ是一个ｎ×ｎ维常值正定矩阵．

２　分数阶混沌系统的模糊预测同步
假设分数阶系统（３）作为驱动系统，该系统可用 ＴＳ

模型来精确描述：

Ｒｕｌｅｉ：ｉｆｚ１（ｔ）ｉｓＭｉ１ａｎｄ… ａｎｄｚｐ（ｔ）ｉｓＭｉｐ　　

ｔｈｅｎ　ｄ
αｘ（ｔ）
ｄｔα

＝Ａｉｘ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｒ （７）

其中，Ｍｉｊ（ｊ＝１，２，…，ｐ）是模糊集合，ｒ是模糊推理规则
数，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ是状态向量，Ａｉ∈Ｒ

ｎ×ｎ，ｚ１（ｔ）～ｚｐ（ｔ）是模糊
前件变量，α是分数阶系统的阶数且０＜α＜１．分数阶ＴＳ
模糊模型的最终输出形式为

ｄαｘ（ｔ）
ｄｔα

＝
∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｚ（ｔ））Ａｉｘ（ｔ）

∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｚ（ｔ））

　 （８）

其中，ｚ（ｔ）＝［ｚ１（ｔ），ｚ２（ｔ），…，ｚｐ（ｔ）］，ｗｉ（ｚ（ｔ）） ＝

∏
ｐ

ｊ＝１
Ｍｉｊ（ｚｊ（ｔ）），Ｍｉ（ｚ（ｔ））是ｚ（ｔ）关于模糊集Ｍｉ的隶属函

数，ｗｉ（ｚ（ｔ））满足：

∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｚ（ｔ））＞０

ｗｉ（ｚ（ｔ））≥０，ｉ＝１，２，…，ｒ
　 （９）

假设用 ｈｉ（ｚ（ｔ））＝
ｗｉ（ｚ（ｔ））

∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｚ（ｔ））

代替 ｗｉ（ｚ（ｔ）），则表达

式（８）为
ｄαｘ（ｔ）
ｄｔα

＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））Ａｉｘ（ｔ）　 （１０）

其中，

∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））＝１　　　　 　　　

ｈｉ（ｚ（ｔ））≥０，ｉ＝１，２，…，ｒ （１１）
ｈｉ（ｚ（ｔ））可以看作是模糊推理规则的正则化权重．

针对驱动系统（７）或驱动系统（１０），构造响应系统：
Ｒｕｌｅｉ：ｉｆｚ１（ｔ）ｉｓＭｉ１ａｎｄ… ａｎｄｚｐ（ｔ）ｉｓＭｉｐ　　

ｔｈｅｎ　ｄ
αｙ（ｔ）
ｄｔα

＝Ａｉｙ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｒ （１２）

其中，ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ），…，ｙｎ（ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎ是系统的状

态向量，ｕｉ（ｔ）＝［ｕ
ｉ
１（ｔ），ｕ

ｉ
２（ｔ），…，ｕ

ｉ
ｎ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｎ是系统
的控制输入．

响应系统最终输出形式为

ｄαｙ（ｔ）
ｄｔα

＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））（Ａｉｙ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ））　 （１３）

　　定义１　对于系统（１０）和系统（１３），如果ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙ（ｔ）－

ρｘ（ｔ） ＝０，则称系统（１０）和系统（１３）实现了投影同步，
其中，ρ称为比例因子， · 表示欧氏范数．

定义同步误差为ｅ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－ρｘ（ｔ），根据系统（１０）
和系统（１３），误差系统可表示为

ｄαｅ（ｔ）
ｄｔα

＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））（Ａｉｅ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ））　 （１４）

显然，系统（１０）和系统（１３）投影同步的问题转化为当 ｔ→
∞时误差系统（１４）的零解稳定性问题．对误差系统（１４）
设计模糊预测控制器：

ｕｉ（ｔ）＝ｋｉ（Ａｉｅ（ｔ）＋ｅ（ｔ））　 （１５）
这里，同步增益ｋｉ∈（－１，０）（ｉ＝１，２，…，ｒ）在后面确定．

注１　文［１７－１８］中的控制输入是预测不控制状态和
实际控制状态的差乘以增益矩阵，即ｕｉ（ｔ）＝Ｋｉ（Ａｉｅ（ｔ）－
ｅ（ｔ）），其中增益矩阵Ｋｉ需要通过Ｍａｔｌａｂ中的线性矩阵不
等式工具箱来求解．本文的控制输入是预测不控制状态和
实际控制状态的和乘以增益常数，并且增益常数的取值范

围较容易给出，因此相比文［１７－１８］中的方法，本文的方
法更简单，易于实现．

０６５ 信息与控制　　　　　　　　　　　　　　　　　　４７卷



把方程（１５）代入方程（１４）得

　 ｄαｅ（ｔ）
ｄｔα

＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））（（１＋ｋｉ）Ａｉ＋ｋｉＩ）ｅ（ｔ） （１６）

下面的定理给出了受控投影同步误差系统（１６）零解
渐近稳定的一个充分条件，即驱动系统（１０）和响应系统
（１３）实现渐近投影同步的一个充分条件．

定理１　设Ｉ为ｎ×ｎ维单位矩阵，如果（１＋ｋｉ）
Ａｉ＋Ａ

Ｔ
ｉ

２ ＋

ｋｉＩ＜０（ｉ＝１，２，…，ｒ），那么受控投影同步误差系统（１６）
的零解是渐近稳定的，即驱动系统（１０）和响应系统（１３）
是渐近投影同步的．

证明　考虑一个李亚普诺夫函数：

Ｖ（ｔ）＝１２ｅ
Ｔ（ｔ）ｅ（ｔ）　 （１７）

根据引理２，Ｖ（ｔ）沿系统（１６）的分数阶导数满足：
ｄαＶ（ｔ）
ｄｔα

≤ １
２
ｄαｅ（ｔ）
ｄｔ( )α

Ｔ

ｅ（ｔ）＋１２ｅ
Ｔ（ｔ）ｄ

αｅ（ｔ）
ｄｔα

＝ (１２∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））（（１＋ｋｉ）Ａｉ＋ｋｉＩ）ｅ（ｔ )） Ｔ

ｅ（ｔ）＋

１
２ｅ

Ｔ（ｔ）∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ（ｔ））（（１＋ｋｉ）Ａｉ＋ｋｉＩ）ｅ（ｔ）
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由引理１可知受控投影同步误差系统（１６）的零解是
渐近稳定的，即驱动系统（１０）和响应系统（１３）是渐近投
影同步的．

３　数值仿真

为了进一步验证上述所提同步方案的有效性，仿真中

研究了分数阶Ｒｓｓｌｅｒ混沌系统和分数阶 Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统
的同步．
３．１　分数阶Ｒｓｓｌｅｒ混沌系统

考虑式（２０）的分数阶Ｒｓｓｌｅｒ混沌系统作为驱动系统：
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当α＝０．９７，ａ＝０．３４，ｂ＝０．４，ｃ＝４．５时，图１为该分

数阶Ｒｓｓｌｅｒ系统的混沌吸引子．

图１　当α＝０．９７，（ａ，ｂ，ｃ）＝（０．３４，０．４，４．５）时，
分数阶Ｒｓｓｌｅｒ系统的混沌吸引子

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒＲｓｓｌｅｒｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ
α＝０．９７，（ａ，ｂ，ｃ）＝（０．３４，０．４，４．５）

假设ｄ＝１０，分数阶Ｒｓｓｌｅｒ系统的分数阶ＴＳ模糊系
统模型可以表示为

Ｒｕｌｅ１：ｉｆｘ１（ｔ）ｉｓＦ１（ｘ１（ｔ））
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响应系统的ＴＳ模糊系统模型表示为
Ｒｕｌｅ１：ｉｆｘ１（ｔ）ｉｓＦ１（ｘ１（ｔ））
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其中，
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Ａ１、Ａ２、Ｆ１（ｘ１（ｔ））、Ｆ２（ｘ１（ｔ））同上．
对上面的同步过程设计模糊预测控制器：

ｕｉ（ｔ）＝ｋｉ（Ａｉｅ（ｔ）＋ｅ（ｔ））　 （２３）
根据定理１，当－１＜ｋ１≤－０．２５３７，－１＜ｋ２≤－０．９０９２时，

１６５５期 陈旭，等：基于ＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏ模糊模型的分数阶混沌系统的预测投影同步



驱动系统（２１）和响应系统（２２）之间的模糊预测投影同步
能够实现．当 α＝０．９７，ａ＝０．３４，ｂ＝０．４，ｃ＝４．５，ρ＝２，
ｋ１＝－０．７，ｋ２＝－０．９５时，图２给出了驱动系统（２１）和响
应系统（２２）的混沌吸引子．相应的投影同步误差状态曲线
如图３所示．从误差效果图３可以看出，所设计的控制器
可以实现分数阶Ｒｓｓｌｅｒ混沌系统的预测投影同步．

图２　当α＝０．９７，ρ＝２，（ａ，ｂ，ｃ）＝（０．３４，０．４，４．５），
（ｋ１，ｋ２）＝（－０．７，－０．９５）时，驱动系统（２１）

和响应系统（２２）的混沌吸引子
Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍ（２１）ａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｓｙｓｔｅｍ（２２）ｗｉｔｈα＝０．９７，ρ＝２，（ａ，ｂ，ｃ）＝
（０．３４，０．４，４．５），（ｋ１，ｋ２）＝（－０．７，－０．９５）

图３　当α＝０．９７，ρ＝２，（ａ，ｂ，ｃ）＝（０．３４，０．４，４．５），

（ｋ１，ｋ２）＝（－０．７，－０．９５）时，驱动系统（２１）和
响应系统（２２）之间投影同步的误差状态曲线
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ｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍ（２１）ａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｓｙｓｔｅｍ（２２）ｗｉｔｈα＝０．９７，ρ＝２，

（ａ，ｂ，ｃ）＝（０．３４，０．４，４．５），（ｋ１，ｋ２）＝（－０．７，－０．９５）

３．２　分数阶Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统
考虑将式（２４）的分数阶Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统作为驱动系统：
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当α＝０．９９４，ａ＝１０，ｂ＝８／３，ｃ＝２８时，图４为该分
数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统的混沌吸引子．
　　与分数阶Ｒｓｓｌｅｒ混沌系统的数值仿真类似，假设ｄ＝

图４　当α＝０．９９４，（ａ，ｂ，ｃ）＝（１０，８／３，２８）时，
分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统的混沌吸引子

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ
α＝０．９９４，（ａ，ｂ，ｃ）＝（１０，８／３，２８）

３０，分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统的分数阶ＴＳ模糊系统模型可以表
示为
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其中，
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响应系统的ＴＳ模糊系统模型表示为
Ｒｕｌｅ１：ｉｆｘ１（ｔ）ｉｓＦ１（ｘ１（ｔ））
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其中，
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Ａ１、Ａ２、Ｆ１（ｘ１（ｔ））、Ｆ２（ｘ１（ｔ））同上．
对上面的同步过程设计模糊预测控制器：

ｕｉ（ｔ）＝ｋｉ（Ａｉｅ（ｔ）＋ｅ（ｔ））　 （２７）
根据定理１，当－１＜ｋ１≤－０．９３３４，－１＜ｋ２≤－０．９３３４

时，驱动系统（２５）和响应系统（２６）之间的模糊预测投影

２６５ 信息与控制　　　　　　　　　　　　　　　　　　４７卷



同步能够实现．当α＝０．９９４，ａ＝１０，ｂ＝８／３，ｃ＝２８，ρ＝
－１，ｋ１＝ｋ２＝－０．９５时，图５给出了驱动系统（２５）和响应
系统（２６）的混沌吸引子．相应的投影同步误差状态曲线如
图６所示．从误差效果图６可以看出，所设计的控制器可
以实现分数阶Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统的预测投影同步．

图５　当α＝０．９９４，ρ＝－１，（ａ，ｂ，ｃ）＝（１０，８／３，２８），
ｋ１＝ｋ２＝－０．９５时，驱动系统（２５）和
响应系统（２６）的混沌吸引子

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍ（２５）ａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅ
ｓｙｓｔｅｍ（２６）ｗｉｔｈα＝０．９９４，ρ＝－１，（ａ，ｂ，ｃ）＝

（１０，８／３，２８），ｋ１＝ｋ２＝－０．９５

４　结论
本文针对分数阶混沌系统的投影同步问题，采用 ＴＳ

模糊模型精确表示分数阶混沌系统，设计一种新的模糊预

测控制器，即控制输入是预测不控制状态和实际控制状态

的和乘以增益常数，实现分数阶混沌系统的模糊预测投影

图６　当α＝０．９９４，ρ＝－１，（ａ，ｂ，ｃ）＝（１０，８／３，２８），
ｋ１＝ｋ２＝－０．９５时，驱动系统（２５）和响应系统（２６）

之间投影同步的误差状态曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｔａｔｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎ
ｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍ（２５）ａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｓｙｓｔｅｍ（２６）ｗｉｔｈα＝０．９９４，
ρ＝－１，（ａ，ｂ，ｃ）＝（１０，８／３，２８），ｋ１＝ｋ２＝－０．９５

同步．利用分数阶李亚普诺夫直接方法，对模糊预测控制
器的稳定性进行了分析，导出了分数阶混沌系统的投影同

步准则．以分数阶 Ｒｓｓｌｅｒ混沌系统和分数阶 Ｌｏｒｅｎｚ混沌
系统为例，数值仿真结果验证了所提投影同步方法的有效

性．与现有的结果相比，该方法具有控制器结构简单，控
制代价小及通用性强等特点，可适用于混沌研究文献中一

大类分数阶混沌系统．本文所提的分数阶混沌系统的模糊
预测投影同步方法需要分数阶混沌系统的数学模型，如何

在分数阶混沌系统的数学模型未知的情况下实现系统的模

糊预测投影同步，有待进一步研究．
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