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摘要
研究了含有未知参数的情况下，分别含有分数阶有色过程噪声和有色测量噪

声的连续时间非线性分数阶系统状态估计问题．采用 ＧｒüｎｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ（ＧＬ）差
分方法和１阶泰勒展开公式，对描述连续时间非线性分数阶系统的状态方程进行
离散化和线性化．构造由状态量、未知参数和分数阶有色噪声的增广向量，设计
自适应分数阶扩展卡尔曼滤波算法实现对有色噪声情况下的连续时间非线性分数

阶系统的状态和参数的估计．最后，通过分析两个仿真实例，验证了提出算法的
有效性．
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０　引言
由于分数阶算子具有记忆性，与整数阶系统相比，分

数阶系统模型能够更好地揭示实际物理系统的动态特

性［１］．同时，将分数阶微积分的概念引入到控制器设计
中，可以使控制器设计变得更加灵活，闭环控制系统可以

获得更好的控制效果，因此分数阶系统的建模与控制问题

近些年来引起了很多学者的广泛关注［２］．随着分数阶微积
分在控制系统理论中的广泛应用，已有的研究证明，分数

阶动态系统模型是描述具有记忆性、粘弹性、扩散性的动

力学系统的有力工具［３］．
考虑到分数阶系统分析和控制器设计需要系统的状态

信息，因此有必要对系统进行状态估计．实际系统输入和
输出的采样信号经常受一些外界噪声的干扰，因此需要设

计滤波器来获得有效的系统状态信息［４］．针对整数阶系统
的状态估计问题，很多学者已给出许多滤波方法，如卡尔

曼滤波、扩展卡尔曼滤波和 Ｈ∞滤波等方法．扩展卡尔曼
滤波（ｅｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ）［５－６］和无迹卡尔曼滤波器（ｕｎ
ｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ）［７－８］是两种最常用的非线性系统状态
估计方法．文［６］提出了一种解决含有未知输入的离散时



间非线性系统状态和故障估计的自适应扩展卡尔曼滤波器

设计方法．文［９］利用反馈控制的协方差自适应方法，提
出了一种线性时不变系统自适应卡尔曼滤波器．文［１０］和
文［１１］分别讨论了电动汽车的电池荷电状态和假手系统
模型的自适应卡尔曼滤波器设计方法．

随着分数阶动态模型的引入，通常使用分数阶卡尔曼

滤波器来实现系统的状态估计和参数估计问题．文［１２］针
对离散时间的线性和非线性分数阶系统提出了分数阶卡尔

曼滤波器和分数阶扩展卡尔曼滤波器，并将这些算法用于

分数阶系统中未知参数的估计．文［１３］研究了含有未知参
数的时滞不确定分数阶复杂网络系统的参数估计问题．文
［１４］针对非线性分数阶系统的状态估计问题，研究了一种
鲁棒扩展分数阶卡尔曼滤波器．文［１５］利用自适应噪声协
方差来降低估计误差，并通过模糊逻辑规则改进自适应噪

声协方差估计，提出了一种模糊修正的分数阶无迹卡尔曼

滤波器来提高状态估计的精度．
近年来，含有非高斯噪声的分数阶系统状态估计问题

也日益成为研究的热点，例如 Ｌéｖｙ噪声和有色噪
声［１６－１７］．因此，为了获得分数阶系统有效的状态估计，文
［１８－１９］通过分解Ｌéｖｙ噪声，实现对 Ｌéｖｙ噪声的近似转
换，分别提出了针对含有 Ｌéｖｙ量测噪声的线性分数阶系
统对应的分数阶卡尔曼滤波器和非线性分数阶系统对应的

扩展卡尔曼滤波器．文［２０］利用分数阶平均导数方法，通
过构造有关状态向量和噪声的增广系统，对有色噪声进行

处理，提出了含有分数阶有色过程噪声和测量噪声的连续

时间线性分数阶系统的分数阶卡尔曼滤波器．文［２１］针对
测量噪声和过程噪声同时存在的情况，给出了基于分数阶

平均导数法和Ｔｕｓｔｉｎ方法的分数阶卡尔曼滤波器．
分数阶卡尔曼滤波算法通常假定了所需的参数是已知

的，然而许多实际系统中的参数不易直接测量，过程噪声

和测量噪声也不是理想的高斯白噪声．因此，本文主要研
究过程噪声和测量噪声分别为有色噪声且参数未知的情况

下连续时间非线性分数阶系统状态和参数估计问题，提出

了基于ＧＬ差分方法的自适应分数阶扩展卡尔曼滤波器算
法．主要创新点包括：１）利用ＧＬ差分定义的方法将连续
时间分数阶系统进行离散化处理，并通过１阶泰勒展开公
式将非线性分数阶系统线性化，构造线性差分方程描述系

统的动态特征；２）通过两次构造增广向量的方法，处理连
续时间非线性分数阶系统中的有色噪声和未知参数问题，

实现有效的状态估计；３）讨论历史信息截断问题及其截断
选取问题，以便实现算法的工程应用．

１　问题描述
分数阶算子主要有ＧｒüｎｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ（ＧＬ）定义、Ｃａ

ｐｕｔｏ定义、ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ（ＲＬ）定义三种定义形式．对
于函数ξ（ｔ）有：

定义１［１］　函数ξ（ｔ）的α阶ＧＬ导数为

Ｇ
０Ｄαｔξ（ｔ）＝ｌｉｍｈ→０

１
ｈα∑

［
ｔ
ｈ］

ｊ＝０
（－１）ｊ

α[ ]ｊ ξｔ－( )ｊｈ （１）

其中，Ｇ０Ｄαｔ为从０到 ｔ时刻的 α阶 ＧＬ分数阶微分算子，

［·］为取整符号，即［ｒ］表示一个小于或等于 ｒ的最大
整数；

α( )ｊ ＝
１，　　　　　　　　　　ｊ＝０
α（α－１）…（α－ｊ＋１）

ｊ！ ， ｊ{ ＞０

定义２［２２］　函数ξ（ｔ）的α阶Ｃａｐｕｔｏ导数为

Ｃ
０Ｄαｔξ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）ｎ－α－１ξ（ｎ）（τ）ｄτ （２）

其中，Ｃ０Ｄαｔ为从０到ｔ时刻的α阶Ｃａｐｕｔｏ分数阶微分算子，
ｎ－１＜α≤ｎ，α∈Ｒ＋为分数阶阶次，Ｒ＋为正实数集，ｎ为
正整数，Γ（·）为伽玛函数，满足性质Γ（ｐ＋１）＝ｐΓ（ｐ），ｐ
∈Ｒ＋．

在Ｃａｐｕｔｏ定义下的分数阶系统初始状态和整数阶系
统初始状态的要求是一致的，被广泛地应用于大多数实际

物理系统的模型描述中．因此，本文研究Ｃａｐｕｔｏ定义下的
非线性分数阶系统的卡尔曼滤波器设计问题．

考虑含有未知参数和噪声的连续时间非线性分数阶系

统：
Ｃ
０Ｄαｔｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），θ，ｕ（ｔ））＋ｗ（ｔ） （３）
ｚ（ｔ）＝ｈ（ｘ（ｔ））＋ｖ（ｔ） （４）

其中，Ｃ０Ｄαｔ为从０到ｔ时刻的α阶Ｃａｐｕｔｏ分数阶微分算子，

α∈ ０，( )２；ｆ（ｘ（ｔ），θ，ｕ（ｔ））是包含未知参数 θ∈Ｒｍ的
非线性函数；ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，ｕ（ｔ）∈Ｒｐ，ｚ（ｔ）∈Ｒｑ分别是状态
向量、输入向量和测量向量；ｗ（ｔ）∈Ｒｎ，ｖ（ｔ）∈Ｒｑ是不相
关的过程噪声和测量噪声．

为了叙述方便，采用ｘ（ｋ），ｕ（ｋ），ｚ（ｋ），ｗ（ｋ），ｖ（ｋ）
来代替ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｚ（ｔ），ｗ（ｔ），ｖ（ｔ）在 ｔ＝ｋＴｓ点的采样
值，其中Ｔｓ是采样周期．

当定义１中的间隔ｈ为采样周期 Ｔｓ时，那么可以获
得分数阶ＧＬ差分定义［１２］，Ｃ０Ｄαｔｘ（ｔ）的 α阶微分运算近
似为

Ｃ
０Ｄαｔｘ（ｔ）≈

１
Ｔαｓ
∑
ｋ

ｊ＝０
（－１）ｊ

α( )ｊ ｘ（ｋ－ｊ） （５）

利用ＧＬ差分离散化方法，有：

　 １
Ｔαｓ
∑
ｋ

ｊ＝０
（－１）ｊ

α( )ｊ ｘ（ｋ－ｊ）
＝ｆ（ｘ（ｋ－１），θ，ｕ（ｋ－１））＋ｗ（ｋ－１）

（６）

整理可得

ｘ（ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝１
γｊｘ（ｋ－ｊ）＋Ｔαｓｆ（ｘ（ｋ－１），θ，ｕ（ｋ－１））＋

Ｔαｓｗ（ｋ－１）
（７）

其中，γｊ＝（－１）
ｊ＋１ α( )ｊ．

将需要辨识的未知参数向量θ视为满足式（８）的随机
变量：

θ（ｋ）＝θ（ｋ－１）＋ｗθ（ｋ－１） （８）
其中，ｗθ（ｋ）∈Ｒ

ｒ是高斯白噪声，并与 ｗ（ｋ）不相关，且
Ｅ（ｗθ（ｋ））＝０，Ｅ（ｗθ（ｋ）ｗ

Ｔ
θ（ｋ））＝Ｑ０∈Ｒ

ｒ×ｒ．那么，式
（７）和式（８）可以表示为增广状态方程：

１８５５期 杨超，等：含有有色噪声的非线性分数阶系统自适应扩展卡尔曼滤波器



　
ｘ（ｋ）
θ（ｋ[ ]）

＝
Ｔαｓｆ（ｘ（ｋ－１），θ（ｋ－１），ｕ（ｋ－１））＋αｘ（ｋ－１）

θ（ｋ－１[ ]
）

＋

　∑
ｋ
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γｊＩ ０[ ]０ ０
ｘ（ｋ－ｊ）
θ（ｋ－ｊ[ ]

）
＋
Ｔαｓ[ ]０ ｗ（ｋ－１）＋

　
０

ｗθ（ｋ－１[ ]）， （９）

其中，０为适当维度的零矩阵或零向量，Ｉ为适当维数的单
位矩阵．

为了简化式（９），定义增广向量 η（ｋ）＝［ｘＴ（ｋ），

θＴ（ｋ）］Ｔ和 ｗ～θ（ｋ）＝［０，ｗＴθ（ｋ）］Ｔ，且Ｅ（ｗ～θ（ｋ））＝０，Ｑ＝

Ｅ（ｗ～θ（ｋ）ｗ～Ｔθ（ｋ））＝
０ ０
０ Ｑ[ ]

０
．

定义矩阵：

　ｆ
～
（η（ｋ－１），ｕ（ｋ－１））

＝
Ｔαｓｆ（ｘ（ｋ－１），θ（ｋ－１），ｕ（ｋ－１））＋αｘ（ｋ－１）

θ（ｋ－１[ ]
）

　Ａｊ（ｋ）＝
γｊＩ ０[ ]０ ０

，Ｈα＝
ＴαｓＩ[ ]０

则有：

η（ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝２
Ａｊ（ｋ）η（ｋ－ｊ）＋ｆ

～
（η（ｋ－１），ｕ（ｋ－１））＋

Ｈαｗ（ｋ－１）＋ｗ～θ（ｋ－１） （１０）
定义 η（ｋ）的估计值和预测值分别为 η^（ｋ｜ｋ）＝

Ｅ（η（ｋ）｜σ（ｋ））和 η^（ｋｋ－１）＝Ｅ（η（ｋ）｜σ（ｋ－１）），其中
σ（ｋ）包括ｚ（０），ｚ（１），…，ｚ（ｋ），ｕ（０），ｕ（１），…，ｕ（ｋ）
的信号．分别在 η（ｋ－１）＝η^（ｋ－１｜ｋ－１）和 η（ｋ）＝

η^（ｋ｜ｋ－１）处对 ｆ
～
（η（ｋ－１），ｕ（ｋ－１））和ｈ（η（ｋ））进行１

阶泰勒展开，可得

　ｆ
～
（η（ｋ－１），ｕ（ｋ－１））

≈ｆ
～
（η^（ｋ－１　ｋ－１），

　ｕ（ｋ－１））＋Ｄ（ｋ－１）（η（ｋ－１）－η^（ｋ－１　ｋ－１）） （１１）
　ｈ（η（ｋ））
≈ｈ（η^（ｋ　ｋ－１））＋Ｌ（ｋ）（η（ｋ）－η^（ｋ　ｋ－１）） （１２）
其中，

Ｄ（ｋ－１）＝ｆ
～
（η（ｋ－１），ｕ（ｋ－１））
η（ｋ－１）

　η（ｋ－１）＝η^（ｋ－１｜ｋ－１）

Ｌ（ｋ）＝ｈ（η^（ｋ））
η（ｋ）

　η（ｋ）＝η^（ｋ｜ｋ－１）

将式（１１）和（１２）代入增广方程（１０）中，则有：

η（ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ａ
～
ｊ（ｋ）η（ｋ－ｊ）＋ｆ

～
（η^（ｋ－１ｋ－１），

ｕ（ｋ－１））－Ｄ（ｋ－１）η^（ｋ－１ｋ－１）＋

Ｈαｗ（ｋ－１）＋ｗ～θ（ｋ－１） （１３）
其中，

Ａ
～
ｊ（ｋ）＝

Ｄ（ｋ－１），　ｊ＝１
Ａｊ（ｋ）， ｊ{ ＞１

．

通过对方程（１１）和方程（１２）中非线性函数进行泰勒

展开，可以实现非线性函数 ｆ
～
（·，·）和ｈ（·）的线性化．本

文主要针对含有有色过程或测量噪声和未知参数的连续时

间非线性分数阶系统，设计实现有效状态估计和参数估计

的分数阶自适应扩展卡尔曼滤波器．

２　主要结果
２．１　含有有色过程噪声的分数阶扩展卡尔曼滤波器

假设测量噪声ｖ（ｔ）的采样值 ｖ（ｋ）是高斯白噪声，且
Ｅ（ｖ（ｋ））＝０，Ｅ（ｖ（ｋ）ｖＴ（ｌ））＝Ｒδ（ｋ－ｌ），过程噪声ｗ（ｔ）
是由分数阶方程（１４）决定的．

Ｃ
０Ｄβｔｗ（ｔ）＝Ｆｗ（ｔ）＋ε（ｔ） （１４）

其中，β∈（０，２）；ε（ｔ）的ｋ时刻采样值ε（ｋ）∈Ｒｍ是高斯
白噪声且Ｅ（ε（ｋ））＝０，Ｅ（ε（ｋ）εＴ（ｌ））＝Ｎδ（ｋ－ｌ）；Ｆ∈
Ｒｍ×ｍ；Ｅ（·）是数学期望．δ（ｋ－ｌ）为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒｄｅｌｔａ函数，
即当ｋ≠ｌ时，δ（ｋ－ｌ）＝０；当ｋ＝ｌ时，δ（ｋ－ｌ）＝１．

根据ＧＬ差分定义，式（１４）可离散化为

１
Ｔβｓ
∑
ｋ

ｊ＝０
（－１）ｊ

β[ ]ｊｗ（ｋ－ｊ）＝Ｆｗ（ｋ－１）＋ε（ｋ－１） （１５）

整理可得

ｗ（ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｆｊｗ（ｋ－ｊ）＋Ｔβｓε（ｋ－１） （１６）

其中，Ｆｊ＝
ＴβｓＦ＋βＩ，　　　ｊ＝１

（－１）ｊ＋１
β[ ]ｊＩ， ｊ{ ＞１

．

定义增广向量χ（ｋ）＝［ηＴ（ｋ），ｗＴ（ｋ）］Ｔ和增广噪声向

量 ｗ～（ｋ）＝［ｗ～Ｔθ（ｋ），ＴβｓεＴ（ｋ）］Ｔ，并满足Ｅ（ｗ～（ｋ））＝０，Ｑ＝

Ｅ（ｗ～（ｋ）ｗ～Ｔ（ｌ））＝
Ｑ ０
０ Ｔ２βｓ[ ]Ｎδ（ｋ－ｌ），式（１３）和式（１６）可

以表示为增广状态方程：

χ^（ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊχ^（ｋ－ｊ）＋Ξ（χ^（ｋ－１ｋ－１），

ｕ（ｋ－１））＋ｗ～（ｋ－１）
（１７）

其中，

Ｍ
～
ｊ（ｋ）＝

Ａ
～
１（ｋ） Ｈα
０ Ｆ[ ]

１

，　ｊ＝１

Ａ
～
ｊ（ｋ） ０
０ Ｆ[ ]

ｊ

， ｊ











 ＞１

　Ξ（χ^（ｋ－１　ｋ－１），ｕ（ｋ－１））

＝
ｆ
～
（η^（ｋ－１　ｋ－１），ｕ（ｋ－１））－Ｄ（ｋ－１）η^（ｋ－１　ｋ－１）
　　　　　　　　　　　　[ ]０

因此，输出方程表示为

ｚ（ｋ）＝ｈ（χ^（ｋ　ｋ－１））＋Ｌ^（ｋ）（χ（ｋ）－χ^（ｋ　ｋ－１））＋ｖ（ｋ）

其中 Ｌ^（ｋ）＝［Ｌ（ｋ），０］．
定义χ（ｋ）的估计值和预测值分别为 χ^（ｋ　ｋ）＝

Ｅ（χ（ｋ）　σ（ｋ））和 χ^（ｋ　ｋ－１）＝Ｅ（χ（ｋ）　σ（ｋ－１）），那么
增广状态χ（ｋ）的预测值 χ^（ｋ　ｋ－１）可以表示为

２８５ 信息与控制　　　　　　　　　　　　　　　　　　４８卷



　 χ^（ｋ　ｋ－１）

＝Ｅ∑
ｋ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊχ（ｋ－ｊ）＋Ξ（χ^（ｋ－１ｋ－１），( 　

　

　　
　
ｕ（ｋ－１））＋ｗ～（ｋ－１）　σ（ｋ－１ )）

(＝Ｅ ∑
ｋ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊχ（ｋ－ｊ）　σ（ｋ－１ )） ＋

　Ξ（χ^（ｋ－１ｋ－１），ｕ（ｋ－１）） （１８）
假设Ｅ（χ（ｋ－ｊ）　σ（ｋ－１））＝Ｅ（χ（ｋ－ｊ）　σ（ｋ－ｊ）），则有：
χ^（ｋ　ｋ－１）

＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊχ^（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）＋Ξ（χ^（ｋ－１ｋ－１），ｕ（ｋ－１））（１９）

定理１　针对含有有色过程噪声和未知参数的连续时
间非线性分数阶系统，基于ＧＬ差分方法对分数阶系统状
态方程（３）和含有有色过程噪声的式（１４）离散化，并对离散
化后的增广状态方程（１７）设计自适应分数阶扩展卡尔曼滤
波器来实现系统的状态估计和参数估计，卡尔曼滤波器为

χ^（ｋ　ｋ－１）

＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊχ^（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）＋Ξ（χ^（ｋ－１ｋ－１），ｕ（ｋ－１））

　χ^（ｋｋ）＝χ^（ｋｋ－１）＋Ｋ（ｋ）（ｚ（ｋ）－Ｌ^（ｋ）χ^（ｋｋ－１））

　Ｐ（ｋ　ｋ－１）＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊ（ｋ）Ｐ（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）Ｍ

～Ｔ
ｊ（ｋ）＋Ｑ

　Ｋ（ｋ）＝Ｐ（ｋｋ－１）Ｌ
～Ｔ（ｋ）（Ｌ

～
（ｋ）Ｐ（ｋｋ－１）Ｌ

～Ｔ（ｋ）＋Ｒ）－１

　Ｐ（ｋｋ）＝（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ））Ｐ（ｋｋ－１）

证明　根据高斯白噪声 ｗ～（ｋ）的性质Ｅ（ｗ～（ｋ）ｗ～Ｔ（ｌ））＝
Ｑδ（ｋ－ｌ），可得
Ｐ（ｋ｜ｋ－１）＝Ｅ（ χ^（ｋ　ｋ－１）－χ（ｋ( )） χ^（ｋ　ｋ－１）－χ（ｋ( )）Ｔ）

＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊ（ｋ）Ｅ（（χ^（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）－χ（ｋ－ｊ））·

　（χ^（ｋ－ｊｋ－ｊ）－χ（ｋ－ｊ））Ｔ）Ｍ
～Ｔ
ｊ（ｋ）＋Ｑ

＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊ（ｋ）Ｐ（ｋ－ｊｋ－ｊ）Ｍ

～Ｔ
ｊ（ｋ）＋Ｑ

χ（ｋ）的估计值的公式定义：

χ^（ｋｋ）＝χ^（ｋ　ｋ－１）＋Ｋ（ｋ）（ｚ（ｋ）－Ｌ
～
（ｋ）χ^（ｋ　ｋ－１）） （２０）

其中，Ｋ（ｋ）为卡尔曼增益矩阵．
由式（２０）可得估计误差矩阵：

　　　Ｐ（ｋ｜ｋ）
＝Ｅ（（χ^（ｋ　ｋ）－χ（ｋ））（χ^（ｋ　ｋ）－χ（ｋ））Ｔ）

＝Ｅ（（（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ））（χ^（ｋ　ｋ－１）－χ（ｋ））＋

　Ｋ（ｋ）ｖ（ｋ））（（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ））（χ^（ｋ　ｋ－１）－

　χ（ｋ））＋Ｋ（ｋ）ｖ（ｋ））Ｔ）

＝Ｐ（ｋ　ｋ－１）－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ）Ｐ（ｋ　ｋ－１）－

　Ｐ（ｋ　ｋ－１）Ｌ
～Ｔ（ｋ）ＫＴ（ｋ）＋

　Ｋ（ｋ）（Ｌ
～
（ｋ）Ｐ（ｋ　ｋ－１）Ｌ

～Ｔ（ｋ）＋Ｒ）ＫＴ（ｋ） （２１）

选取的卡尔曼增益矩阵Ｋ（ｋ）使指标Ｊ（ｋ）＝Ｅ（（χ^（ｋ　ｋ）－

χ（ｋ））Ｔ（χ^（ｋ　ｋ）－χ（ｋ）））最小．因此要求Ｊ（ｋ）Ｋ（ｋ）
＝０．考

虑到Ｊ（ｋ）＝ｔｒ（Ｐ（ｋ　ｋ））［２３］，那么条件Ｊ（ｋ）
Ｋ（ｋ）

＝０等价于

ｔｒ（Ｐ（ｋ　ｋ））
Ｋ（ｋ）

＝０，即：

　　　　Ｋ（ｋ）（Ｌ
～
（ｋ）Ｐ（ｋ　ｋ－１）Ｌ

～Ｔ（ｋ）＋Ｒ）－

（Ｌ
～
（ｋ）Ｐ（ｋ　ｋ－１））Ｔ＝０ （２２）

求解式（２２）可得最优滤波增益：

Ｋ（ｋ）＝（Ｌ
～
（ｋ）Ｐ（ｋ　ｋ－１））Ｔ（Ｌ

～
（ｋ）Ｐ（ｋ　ｋ－１）Ｌ

～Ｔ（ｋ）＋Ｒ）－１

＝Ｐ（ｋ　ｋ－１）Ｌ
～Ｔ（ｋ）（Ｌ

～
（ｋ）Ｐ（ｋ　ｋ－１）Ｌ

～Ｔ（ｋ）＋Ｒ）－１

将Ｋ（ｋ）代入式（２１）可得

Ｐ（ｋ｜ｋ）＝（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ））Ｐ（ｋ　ｋ－１）（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ

～
（ｋ））Ｔ＋

　（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ））Ｐ（ｋ　ｋ－１）Ｌ

～Ｔ（ｋ）ＫＴ（ｋ）

＝（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ））Ｐ（ｋ　ｋ－１）·

　［（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ））Ｔ＋Ｌ

～Ｔ（ｋ）ＫＴ（ｋ）］

＝（Ｉ－Ｋ（ｋ）Ｌ
～
（ｋ））Ｐ（ｋ　ｋ－１）

注１　为了使定理１描述的分数阶自适应扩展卡尔曼
滤波器能够应用于实际的工程中，需要考虑到有限的状态

和输入信息存储问题．因此，χ（ｋ）的预测值 χ^（ｋｋ－１）和
预测误差矩阵Ｐ（ｋｋ－１）可以用带有截断 Ｌ的方程代替，
即当ｋ≥Ｌ时，χ^（ｋｋ－１）和Ｐ（ｋｋ－１）计算公式为

　χ^（ｋ　ｋ－１）＝∑
Ｌ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊχ（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）＋

　Ξ（χ^（ｋ－１ｋ－１），ｕ（ｋ－１））

（２３）

Ｐ（ｋ　ｋ－１）＝∑
Ｌ

ｊ＝１
Ｍ
～
ｊ（ｋ）Ｐ（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）Ｍ

～Ｔ
ｊ（ｋ）＋Ｑ （２４）

２．２　含有有色测量噪声的分数阶扩展卡尔曼滤波器
假设过程噪声 ｗ（ｔ）的采样值 ｗ（ｋ）是高斯白噪声且

Ｅ（ｗ（ｋ））＝０，Ｅ（ｗ（ｋ）ｗＴ（ｌ））＝Ｍδ（ｋ－ｌ），测量噪声ｖ（ｔ）
是由分数阶方程（２５）决定．

Ｃ
０Ｄγｔｖ（ｔ）＝Ｓｖ（ｔ）＋ξ（ｔ） （２５）

其中，γ∈（０，２）；ξ（ｔ）的ｋ时刻采样值ξ（ｋ）∈Ｒｑ是高斯
白噪声且Ｅ（ξ（ｋ））＝０，Ｅ（ξ（ｋ）ξＴ（ｌ））＝Ｎδ（ｋ－ｌ）；Ｓ∈
Ｒｑ×ｑ．

根据ＧＬ差分定义，式（２５）可离散化为

　 １
Ｔγｓ　
∑
ｋ

ｊ＝．０
（－１）ｊ

γ( )ｊｖ（ｋ－ｊ）＝Ｓｖ（ｋ－１）＋ξ（ｋ－１）（２６）
整理可得

ｖ（ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｓｊｖ（ｋ－ｊ）＋Ｔγｓξ（ｋ－１） （２７）

其中，

Ｓｊ＝
ＴγｓＳ＋γＩ，　　　　ｊ＝１

（－１）ｊ＋１
γ( )ｊＩ， ｊ{ ＞１

定义增广向量 （ｋ）＝［ηＴ（ｋ），ｖＴ（ｋ）］Ｔ，增广噪声向

３８５５期 杨超，等：含有有色噪声的非线性分数阶系统自适应扩展卡尔曼滤波器



量ζ（ｋ）＝［ｗＴ（ｋ），ξＴ（ｋ）］Ｔ和珚ｗθ（ｋ－１）＝［ｗ～Ｔθ（ｋ－１），０］Ｔ，
并满足Ｅ（ζ（ｋ））＝０，Ｅ（珚ｗθ（ｋ－１））＝０，珡Ｍ＝Ｅ（ζ（ｋ）ζ

Ｔ（ｌ））＝
Ｍ ０
０[ ]Ｎδ（ｋ－ｌ）和珔Ｑ＝Ｅ（珚ｗθ（ｋ）珚ｗＴθ（ｌ））＝

Ｑ ０[ ]０ ０
δ（ｋ－ｌ），

则式（１３）和式（２７）可以表示为增广状态方程：

（ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ （ｋ－ｊ）＋珚Ξ（^ （ｋ－１ｋ－１），

ｕ（ｋ－１））＋珚Ｈζ（ｋ－１）＋珚ｗθ（ｋ－１）

（２８）

其中，

珚Ａｊ（ｋ）＝
Ａ
～
ｊ（ｋ）　０
　０　　Ｓ[ ]

ｊ

，珚Ｈ（ｋ）＝
Ｈα　０

０　Ｔγ[ ]
ｓ

　珚Ξ（^ （ｋ－１ｋ－１），ｕｋ( )－１）

＝
ｆ
～
（η^（ｋ－１ｋ－１），ｕ（ｋ－１））－Ｄ（ｋ－１）η^（ｋ－１ｋ－１）[ ]０

因此，输出方程表示为

ｚ（ｋ）＝ｈ（^ （ｋ　ｋ－１））＋珔Ｌ（ｋ）（（ｋ）－ （^ｋ　ｋ－１）） （２９）
其中，ｈ（ （^ｋ　ｋ－１））＝ｈ（η^（ｋ　ｋ－１））＋ｖ^（ｋ　ｋ－１），
珔Ｌ（ｋ）＝［Ｌ（ｋ），Ｉ］．

定义 （^ｋ｜ｋ）＝Ｅ（ （ｋ）｜σ（ｋ））为 （ｋ）的估计值，
（^ｋ　ｋ－１）＝Ｅ［（ｋ）σ（ｋ－１）］为 （ｋ）的预测值，那么增
广状态 （ｋ）的预测值 （^ｋ　ｋ－１）可以表示为
　 （^ｋ　ｋ－１）

(＝Ｅ ∑
ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ （ｋ－ｊ）＋珚Ξ（^ （ｋ－１ｋ－１），( 　
　

ｕ（ｋ－１））＋珚Ｈζ（ｋ－１）＋珚ｗθ（ｋ－１）)　　σ（ｋ－１）)　　
(＝Ｅ ∑

ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ （ｋ－ｊ）　σ（ｋ－１ )） ＋

珚Ξ（^ （ｋ－１ｋ－１），ｕ（ｋ－１））

＝∑
ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ （ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）＋珚Ξ（^ （ｋ－１ｋ－１），

ｕ（ｋ－１））

（３０）

定理２　针对含有有色测量噪声和未知参数的连续时
间非线性分数阶系统，基于ＧＬ差分方法对分数阶系统状
态方程（３）和含有有色测量噪声的式（２５）离散化，并对离
散化后的增广状态方程（２８）设计自适应分数阶扩展卡尔
曼滤波器来实现系统的状态估计和参数估计，卡尔曼滤波

器为

　 （^ｋ　ｋ－１）

＝∑
ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ （^ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）＋珚Ξ（^ （ｋ－１ｋ－１），ｕ（ｋ－１））

（^ｋ　ｋ）＝ （^ｋ　ｋ－１）＋Ｋ（ｋ）（ｚ（ｋ）－ｈ（^ （ｋ　ｋ－１）））
　Ｐ（ｋ　ｋ－１）

＝∑
ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ（ｋ）Ｐ（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）珚Ａ
Ｔ
ｊ（ｋ）＋珚Ｈ（ｋ）珡Ｍ珚Ｈ

Ｔ（ｋ）＋珔Ｑ

Ｋ（ｋ）＝Ｐ（ｋ　ｋ－１）珔ＬＴ（ｋ）（珔Ｌ（ｋ）Ｐ（ｋ　ｋ－１）珔ＬＴ（ｋ））－１

Ｐ（ｋ　ｋ）＝（Ｉ－Ｋ（ｋ）珔Ｌ（ｋ））Ｐ（ｋ　ｋ－１）

证明　根据高斯白噪声珚ｗθ（ｋ）和ζ（ｋ）的性质，可以得
到预测误差矩阵：

　Ｐ（ｋ　ｋ－１）

＝Ｅ（（^（ｋ　ｋ－１）－ （ｋ））（^（ｋ　ｋ－１）－ （ｋ））Ｔ）

＝Ｅ ∑
ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ（ｋ）（^（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）－ （ｋ－ｊ））－珚Ｈζ（ｋ－１）－(( 　
　

　珚ｗθ（ｋ－１）)　　∑
ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ（ｋ）（^（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）－ （ｋ－ｊ））－( 　
　

　珚Ｈζ（ｋ－１）－珚ｗθ（ｋ－１）)　　)Ｔ
＝∑

ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ（ｋ）Ｅ（（^（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）－ （ｋ－ｊ））（^（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）－

　 （ｋ－ｊ））Ｔ）珚ＡＴｊ（ｋ）＋珚Ｈ（ｋ）珡Ｍ珚Ｈ
Ｔ（ｋ）＋珔Ｑ

＝∑
ｋ

ｊ＝１

珚Ａｊ（ｋ）Ｐ（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）珚Ａ
Ｔ
ｊ（ｋ）＋珚Ｈ（ｋ）珡Ｍ珚Ｈ

Ｔ（ｋ）＋珔Ｑ

此定理中的其它公式的证明与定理１类似，因此详细
的证明省略．

注２　为了使定理２设计的分数阶自适应扩展卡尔曼

滤波器能够应用于实际的工程中， （ｋ）的预测值 （^ｋ　ｋ－
１）和预测误差矩阵Ｐ（ｋ　ｋ－１）可以用带有截断Ｌ的方程代

替，即当ｋ≥Ｌ时， （^ｋ　ｋ－１）和Ｐ（ｋ　ｋ－１）计算公式为

　 （^ｋ　ｋ－１）

＝∑
Ｌ

ｊ＝１

珔Ａｊ （^ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）＋珚Ξ（^（ｋ－１　ｋ－１），ｕ（ｋ－１））
（３１）

　Ｐ（ｋ　ｋ－１）

＝∑
Ｌ

ｊ＝１

珚Ａｊ（ｋ）Ｐ（ｋ－ｊ　ｋ－ｊ）珚Ａ
Ｔ
ｊ（ｋ）＋珚Ｈ（ｋ）珡Ｍ珚Ｈ

Ｔ（ｋ）＋珔Ｑ
（３２）

３　仿真实例
例１　考虑如下的含有未知参数 θ和有色过程噪声

ｗ（ｔ）的连续时间非线性分数阶系统：
Ｃ
０Ｄ
０．８
ｔｘ１（ｔ）＝ｘ２（ｔ）＋ｗ１（ｔ）＋ｕ（ｔ）

Ｃ
０Ｄ
０．８
ｔｘ２（ｔ）＝－ｘ１（ｔ）（ｓｉｎｘ２（ｔ）＋２）θ－ｘ２（ｔ）＋ｗ２（ｔ）＋ｕ（ｔ{ ）

（３３）

Ｃ
０Ｄβｔｗ（ｔ）＝Ｆｗ（ｔ）＋ε（ｔ） （３４）
其中，未知参数、控制输入、状态和过程噪声及其初始值、

模型阶次、噪声的协方差矩阵和参数矩阵分别设置为 θ＝

４，ｕ（ｔ）＝３ｓｉｎ３ｔ＋π( )６ ，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｗ（ｔ）＝
［ｗ１（ｔ），ｗ２（ｔ）］

Ｔ，ｘ（０）＝［２，１］Ｔ，ｗ（０）＝［０，０］，α＝

０．８，β＝０．５，Ｒ＝０．７，Ｑ＝１０－６，Ｎ＝
０．１　０
０　０．[ ]１，Ｆ＝

－０．５　０
０　－０．[ ]６．
含有测量噪声 ｖ（ｔ）的输出方程为 ｚ（ｔ）＝Ｈｘ（ｔ）＋

ｖ（ｔ），其中Ｈ＝［１，１］．定理１中的分数阶扩展卡尔曼滤
波器的初始条件设置为 χ^（０｜０）＝［０，０，０，０，０］Ｔ，Ｋ（０）
＝［０，０，０，０，０］Ｔ，Ｐ（０｜０）＝Ｉ，采样周期Ｔｓ和仿真运行
时间分别为０．０２ｓ和２０ｓ．图１给出了测量值 ｚ（ｋ）的采
样值．
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表１　例子１中的不同截断Ｌ时，不同未知参数的误差比较及它所对应的运行时间
Ｔａｂ．１　ＥｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｉｔｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｓＬｉｎＥｘａｍｐｌｅ１

Ｌ
θ＝２ θ＝３ θ＝４ θ＝５

误差 运行时间 ／ｓ 误差 运行时间 ／ｓ 误差 运行时间 ／ｓ 误差 运行时间 ／ｓ
１０ ０．２７４６ ０．３０４７ ０．２７９０ ０．２８４８ ０．２７５１ ０．３０８８ ０．２２６１ ０．２８６８
２０ ０．１７３４ ０．４６７１ ０．１５７１ ０．４９２１ ０．１６０１ ０．４９２６ ０．１５８４ ０．４７６５
３０ ０．１５４７ ０．６７０７ ０．１４５７ ０．６７８２ ０．１４９８ ０．６６９３ ０．１５８６ ０．８０８４
４０ ０．１３８０ ０．８６５０ ０．１３９４ ０．９０７７ ０．１３５２ ０．８６７７ ０．１３９９ １．０２４９
５０ ０．１２２１ １．０６８５ ０．１３０３ １．０９６８ ０．１２５０ １．０７７１ ０．１２７１ １．０５８３
６０ ０．１０９５ １．２９０４ ０．１２０４ １．３７５４ ０．１１８１ １．２６３３ ０．１２４１ １．２７６７

图１　例１中的测量ｚ（ｋ）
Ｆｉｇ．１　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｚ（ｋ）ｉｎＥｘａｍｐｌｅ１

　　为了对不同截断下的估计误差进行比较，定义误差
指标：

Ｅ＝ １
Ｍ＋１∑

Ｍ

ｋ＝０

∑
３

ｉ＝１
（ｘｉ（ｋ）－ｘ^ｉ（ｋ｜ｋ））

２

∑
３

ｉ＝１
ｘ２ｉ（ｋ槡
）

（３５）

其中，ｘ３（ｋ）＝θ（ｋ），ｘ^３（ｋ｜ｋ）＝θ^（ｋ｜ｋ），Ｍ＋１为采样点的
个数且Ｍ＝１０００．

表１给出了不同截断Ｌ时，基于ＧＬ差分定义的自适
应扩展卡尔曼滤波器在Ｔｓ＝０．０２ｓ时，不同未知参数 θ的
误差估计比较结果．另外，为了讨论随着截断 Ｌ的增加算
法的复杂程度，对不同θ对应的计算时间进行了比较．其
中仿真软件为Ｍａｔｌａｂ２０１６ａ，硬件配置为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５５２５７Ｕ，
ＣＰＵ主频和ＲＡＭ分别为２．７０ＧＨｚ和４ＧＢ．表１的对比结
果也验证了对于每个未知参数 θ，随着截断 Ｌ的增大，指
标Ｅ的值越小，状态估计的精度越高．同样地，从表１中
也可以看出，定理１提出的分数阶自适应扩展卡尔曼滤波
器的计算时间随着Ｌ的增加而增长．但是运行时间增长幅
度明显大于误差增长幅度．因此，有必要选择合适的 Ｌ值
来增加算法的实用性．对于此例中，选取截断 Ｌ＝３０是比
较合适的．

图２～图４分别给出了ｘ１（ｋ）、ｘ２（ｋ）、θ（ｋ）的采样值
及其截断Ｌ＝３０的估计值．从图２～图４可以看出，系统
的状态和参数的估计值几乎接近于真实值．因此，定理１
设计的基于ＧＬ差分方法的分数阶自适应扩展卡尔曼滤波
器算法，能够有效地估计连续时间非线性分数阶系统在截

断Ｌ＝３０时的状态和参数，并得到较为满意的状态估计效果．

图２　例１中的ｘ１（ｋ）和Ｌ＝３０时的估计值
Ｆｉｇ．２　ｘ１（ｋ）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈＬ＝３０ｉｎＥｘａｍｐｌｅ１

图３　例１中的ｘ２（ｋ）和Ｌ＝３０时的估计值
Ｆｉｇ．３　ｘ２（ｋ）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈＬ＝３０ｉｎＥｘａｍｐｌｅ１

图４　例１中的θ（ｋ）和Ｌ＝３０时的估计值
Ｆｉｇ．４　θ（ｋ）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈＬ＝３０ｉｎＥｘａｍｐｌｅ１

５８５５期 杨超，等：含有有色噪声的非线性分数阶系统自适应扩展卡尔曼滤波器



　　图５给出了 θ（ｋ）及其在截断 Ｌ＝３０时不同初始值

θ^（０｜０）＝２，６，８的估计值．通过观察可得，未知参数θ（ｋ）
的估计值在不同的初始值条件下都能收敛于真实值，实现

有效的参数估计．

图５　例１中的θ（ｋ）和不同初始值时的估计值
Ｆｉｇ．５　θ（ｋ）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｉｎＥｘａｍｐｌｅ１

　　表２给出了当截断Ｌ＝５，１０，２０，３０，４０，５０，６０时，
不同阶次的分数阶有色过程噪声状态估计误差的对比结

果．从表２的计算结果可知，状态估计误差随着 Ｌ的增大
而减小，即Ｌ越大，分数阶自适应扩展卡尔曼滤波的估计
精度越高．

表２　例１中的不同截断和不同分数阶有色噪声阶次β的比较结果
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｓａｎｄ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｒｄｅｒｓβｉｎｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｃｏｌｏｒｅｄｎｏｉｓｅｓｉｎＥｘａｍｐｌｅ１

Ｌ β＝０．１ β＝０．３ β＝０．５ β＝０．７ β＝０．９

５ ０．３９８３ ０．３９７９ ０．３９７４ ０．３９７０ ０．４０１１
１０ ０．２７５３ ０．２７５４ ０．２７５１ ０．２７４５ ０．２７２４
２０ ０．１５９２ ０．１５９８ ０．１６０１ ０．１５９９ ０．１５９３
３０ ０．１４８３ ０．１４９２ ０．１４９８ ０．１５００ ０．１５０１
４０ ０．１３３９ ０．１３４６ ０．１３５２ ０．１３５４ ０．１３５５
５０ ０．１２４０ ０．１２４５ ０．１２５０ ０．１２５２ ０．１２５１
６０ ０．１１７５ ０．１１７８ ０．１１８１ ０．１１８３ ０．１１８０

　　例２　考虑含有未知参数θ和有色测量噪声ｖ（ｔ）的非
线性分数阶系统：
Ｃ
０Ｄ
０．８
ｔ ｘ１（ｔ）＝ｘ２（ｔ）＋ｗ１（ｔ）＋ｕ（ｔ）

Ｃ
０Ｄ
０．８
ｔｘ２（ｔ）＝－ｘ１（ｔ）（ｓｉｎｘ２（ｔ）＋２）θ－ｘ２（ｔ）＋ｗ２（ｔ）＋ｕ（ｔ{ ）

（３６）

Ｃ
０Ｄγｔｖ（ｔ）＝Ｓｖ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３７）

其中，未知参数、控制输入、状态和过程噪声及其初始值、

模型阶次、噪声的协方差矩阵和参数矩阵分别设置为

θ（ｔ）＝４，ｕ（ｔ）＝３ｓｉｎ３ｔ＋π( )６ ，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，
ｗ（ｔ）＝［ｗ１（ｔ），ｗ２（ｔ）］

Ｔ，ｘ（０）＝［２，１］Ｔ，ｗ（０）＝［０，

０］，α＝０．８，γ＝０．５，Ｎ＝０．７，Ｑ＝１０－６，Ｍ＝
０．１　０
０　０．[ ]１，

Ｓ＝－０．７．
含有测量噪声 ｖ（ｔ）的输出方程为 ｚ（ｔ）＝Ｈｘ（ｔ）＋

ｖ（ｔ），其中Ｈ＝［１，１］．定理２提出的分数阶自适应扩展
卡尔曼滤波器的初始条件设置为 σ（０｜０）＝［０，０，０，
０］Ｔ，Ｋ（０）＝［０，０，０，０］Ｔ，Ｐ（０｜０）＝Ｉ，采样周期Ｔｓ和
仿真运行时间分别为０．０２ｓ和２０ｓ．图６给出了测量值
ｚ（ｋ）的采样值．表３给出了不同截断Ｌ和不同未知参数θ
时，定理２中采用的ＧＬ差分的自适应扩展卡尔曼滤波器
的状态估计精度以及仿真运行时间比较．结果表明 Ｌ越
大，固定参数θ下的估计误差大致都逐渐减小且运行时间
逐渐增长．然而，若截断 Ｌ太大，会增加算法的计算时
间，不利于在实际工程中的应用．所以对于此例中的非
线性分数阶系统，同样选择截断 Ｌ＝３０作为估计次数是
合适的．

图６　例２中的测量ｚ（ｋ）
Ｆｉｇ．６　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｚ（ｋ）ｉｎＥｘａｍｐｌｅ２

　　图 ７～图 ９分别给出了测量噪声为有色噪声时，
ｘ１（ｋ）、ｘ２（ｋ）、θ（ｋ）的采样值及其截断 Ｌ＝３０的估计值．
从图７～图９可以看出，分数阶系统状态和参数的估计值
接近于真实值．因此，定理２中提出的基于ＧＬ差分方法
的分数阶自适应扩展卡尔曼滤波器算法，也能够有效

表３　例２中的不同截断Ｌ时，不同未知参数的误差比较及它所对应的运行时间
Ｔａｂ．３　ＥｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｉｔｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｓＬｉｎＥｘａｍｐｌｅ２

Ｌ
θ＝２ θ＝３ θ＝４ θ＝５

误差 运行时间 ／ｓ 误差 运行时间 ／ｓ 误差 运行时间 ／ｓ 误差 运行时间 ／ｓ
１０ ０．２５８５ ０．２８４５ ０．２４９７ ０．２８６９ ０．２２３９ ０．２７２１ ０．１７２８ ０．３８２３
２０ ０．１６０６ ０．４４４６ ０．１３６９ ０．４４２９ ０．１３０１ ０．４４３９ ０．１２４０ ０．５７８５
３０ ０．１３４３ ０．７０４３ ０．１２８２ ０．６２８７ ０．１２４４ ０．５８８９ ０．１２５３ ０．６１９１
４０ ０．１１５７ ０．９０１２ ０．１２６１ ０．７６８７ ０．１１３３ ０．９０１３ ０．１１０３ ０．７６９５
５０ ０．１０１４ １．０３９７ ０．１２３３ ０．９３９６ ０．１１０２ ０．１４２５ ０．１０４７ ０．９５３４
６０ ０．０９１４ １．１１７５ ０．１１８４ １．１０３２ ０．１０９８ １．１７８７ ０．１０８６ １．１４１５
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图７　例２中的ｘ１（ｋ）和Ｌ＝３０时的估计值
Ｆｉｇ．７　ｘ１（ｋ）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈＬ＝３０ｉｎＥｘａｍｐｌｅ２

图８　例２中的ｘ２（ｋ）和Ｌ＝３０时的估计值
Ｆｉｇ．８　ｘ２（ｋ）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈＬ＝３０ｉｎＥｘａｍｐｌｅ２

图９　例２中的θ（ｋ）和Ｌ＝３０时的估计值
Ｆｉｇ．９　θ（ｋ）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈＬ＝３０ｉｎＥｘａｍｐｌｅ２

地估计非线性分数阶系统在截断 Ｌ＝３０时的状态和未知
参数．
　　图１０给出了 θ（ｋ）及其在截断 Ｌ＝３０时不同初始值

θ^（ｋ｜ｋ）＝２，６，８的估计值．通过观察可得，对于不同的未
知参数θ（ｋ）的初始值，未知参数的估计值最终都能收敛
于真实值．

图１１给出了基于ＧＬ差分定义在截断 Ｌ＝３０时采样

周期从Ｔｓ＝０．０１ｓ到 Ｔｓ＝０．５ｓ的估计误差，其中，Ｔｓ为
０．０１ｓ，０．０２ｓ，…，０．５ｓ．从图１１中可以看出基于ＧＬ差
分定义的分数阶自适应卡尔曼滤波器在较小周期 Ｔｓ内有
较高的估计精度，但是随着周期Ｔｓ的增大，定理２中给出
的算法无法有效的估计系统状态．因此，需要合理的选择
采样周期保证算法的稳定性．

图１０　例２中的θ（ｋ）和不同初始值时的估计值
Ｆｉｇ．１０　θ（ｋ）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｉｎＥｘａｍｐｌｅ２

图１１　例２中的Ｌ＝３０时的估计误差值
Ｆｉｇ．１１　ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｗｉｔｈＬ＝３０ｉｎＥｘａｍｐｌｅ２

４　结论

本文研究含有分数阶有色过程噪声或分数阶有色测量

噪声和未知参数的连续时间非线性分数阶系统状态估计和

参数估计问题．通过１阶泰勒展开公式对非线性函数进行
线性化，利用ＧＬ差分方法对连续时间分数阶系统再进行
离散化．通过构建关于状态向量、有色噪声和未知参数的
增广向量的方法，处理非线性分数阶系统中存在的有色过

程噪声与未知参数的问题．给出了自适应分数阶扩展卡尔
曼滤波器的五个迭代公式实现了状态和参数的估计．此
外，本文也讨论了实际工程应用中分数阶扩展卡尔曼滤波

器历史信息的有效截断问题，以及讨论了合理选择截断 Ｌ
的方法．

７８５５期 杨超，等：含有有色噪声的非线性分数阶系统自适应扩展卡尔曼滤波器
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