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摘要
自由飞行目标物捕获作为动态任务，在其被执行的过程中，四旋翼不仅要规

划出一条时间最优的追踪轨迹，而且还要根据目标物的位置反馈信息实时对轨迹

进行重新规划，以实现在最短的时间内追上目标物．针对这一问题，提出了诱导
时间最优ＭＰＣ（ｍｏｄｅｌｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ）算法用于四旋翼的轨迹规划．该算法通过
宽松约束条件下时间最优轨迹的引导，利用ＭＰＣ的滚动优化策略，可以在每个控
制周期内用反馈信息实时求解时间最优的追踪轨迹．为了躲避追踪路径中的障碍
物，本文还提出了一种用动态线性约束表示障碍物的方法，以提高障碍物约束下

轨迹求解的效率．结合诱导时间最优ＭＰＣ的算法，可以在线实时地求解出具有障
碍物避碰能力的时间最优轨迹．仿真结果表明了本文提出算法的有效性，其高效
的计算效率也能满足实际系统对算法实时性的要求．
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０　引言
近年来随着导航和控制技术的发展，四旋翼（多旋翼）

已经成功地应用于农业［１］、灾难救援［２］和地型测绘［３］等

领域．对于简单的任务，如获取某个地点的图像信息等，
四旋翼可通过其底层的控制器跟踪提前规划好的某些路径

点完成．这些简单任务的特点是只需要四旋翼无人机到达
几何空间中的某些位置点，对其到达该点的时间没有限

制．但是，对于高难度的任务，如四旋翼飞行穿过狭小的
缝隙［４］等，这些任务往往需要考虑运动学和动力学约束并

在执行过程中追求某些最优指标，如时间最短或耗能最小

等．对于此类任务，四旋翼需要按照一条可执行轨迹飞
行，使其在任何时间上都能到达一个指定位置点，即需要

一系列带有时间标签的位置点，以满足系统约束和性能指

标的要求．因此，对于高难度和高标准的任务，四旋翼的
轨迹规划是其能够完成任务的关键．

轨迹规划问题可以描述为，在满足系统动力学约束、

输入约束和状态约束的情况下，找到一条可执行并且能够

完成任务的轨迹．按照轨迹的表示形式，四旋翼的轨迹规
划方法的研究大致可以分为两类．

其中，在第１类研究中，四旋翼的轨迹用时间的多项
式来表示．用于表示轨迹的多项式可以为高阶多项式［５］、

伯恩斯坦基多项式（ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢａｓｉｓＰｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ）［６］或贝塞
尔曲线［７］等．此类研究往往与路径规划相结合使用，首
先，路径规划作为上层的规划找到一系列满足空间几何约

束条件的路径点，如障碍物避碰的路径点．之后轨迹规划
用来解决从初始路径点到下一个路径点的时间平滑问题，

找到一条可执行的轨迹，连接两个路径点．此类研究以时
间多项式作为轨迹的模型，利用四旋翼系统动力学的微分

平滑特性（ｆｌａｔｎｅｓｓ），把多项式轨迹关于时间的各阶导数与
系统的输入和状态约束建立对应关系［５，８］，在轨迹的多项

式的各阶导数满足约束的情况下，该轨迹就能被四旋翼执

行．在多项式各个参数求解的过程中，可以引入加速度平
方和最小或者耗能最小等二次型指标把它转化为二次型优

化问题［９－１０］．由于上层的路径规划算法多为基于采用或基
于搜索的算法［１１］，如Ａ［１２］和ＲＲＴ［１３］等，计算量大，因
此，该类方法适用于静态任务，在需要障碍物避碰的动态

任务中，难以实现实时的反馈闭环规划，不能满足动态任

务的要求．
第２类研究为通过最优控制方法对轨迹进行求解．众

所周知，最优控制理论可以求解一个动力系统的最优控制

律以及该最优控制律对应的最优轨迹．第２类研究的特点
是在轨迹求解的过程中直接考虑四旋翼的动力学约束，把

轨迹求解描述成一个最优控制问题［１４］，在用最优控制的

方法进行求解，如庞特里亚金极大值原理（Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ′ｓ
ｍａｘｉｍｕｍ）［１５－１６］、ＭＰＣ［１７］等．此类轨迹规划的算法具有闭
环的结构，在执行动态任务是有比较好的效果［１８］．该类方
法由于直接考虑系统动力学约束，在状态约束比较复杂的

情况下，如考虑几何空间障碍物，难以通过最优控制的方

法进行求解．

四旋翼和简单的手爪或机械臂相结合后，具备简单的

抓取作业能力，可以完成简单的抓取任务［１９］，也使四旋翼

捕获自由飞行目标物，如微型无人机，成为了可能．在执
行自由飞行目标物的捕获任务时，四旋翼需要在最短的时

间内追上目标物并实施抓捕．与之相关的研究有四旋翼接
住抛出去的小球［２０－２２］，跟踪动态目标物［２３－２４］等．由于抛
出去小球在空中运动时受到的外力主要是重力，因此，可

以用抛物线的模型对小球的轨迹进行预测．结合小球的预
测轨迹，文［２０］用ＬＢＭＰＣ（ｌｉｎｅａｒｉｎｇｂａｓｅｄＭＰＣ）的算法控
制四旋翼快速飞向小球所要经过的点，并在该点快速镇

定，以接住飞过来的小球．与之类似，文［２１］采用滑模控
制的方法完成接球任务．文［２２］用多项式作为四旋翼飞行
轨迹的模型，并求解出一条与小球的预测轨迹相交的多项

式轨迹，以保证四旋翼与小球相遇以完成接球任务．可以
看出由于小球轨迹的可预测性，接球任务可以看作静态任

务，可用开环规划飞行轨迹的方法完成．由于动态目标物
的运动是不可预测的，动态目标物跟踪时只能利用目标物

当前的信息．为了实现对目标物的跟随飞行，可把更新的
目标物的位置作为四旋翼的期望位置，由四旋翼的底层控

制器对其进行跟踪，如，ＰＩＤ［２３］和几何控制算法（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ
ｃｏｎｔｒｏｌ）［２４］等．与简单的动态目标物跟踪不同，自由飞行
目标物捕获过程中，目标可能会采取逃逸策略，如加速绕

障碍物飞行等．因此，为了防止目标物逃逸，四旋翼需要
规划出一条时间最优轨迹，以实现在最短的时间内完成捕

获任务．
自由飞行目标物捕获是动态任务，目标飞行所经过的

环境也是难以预测的．这就要求四旋翼要根据目标物和环
境中障碍物的状态反馈在线实时的规划出可执行的轨迹．
该轨迹除了能够快速地追踪上目标物外，同时还要具备障

碍物避碰的功能．因此，为了更好地完成自由飞行目标物
的捕获任务，在追逐目标物的期间四旋翼的轨迹应该具备

以下特征：

１）闭环特性，即为了完成动态任务，在每个控制周期
根据当前自身、目标物和环境反馈的信息在线实时生成可

执行的轨迹．
２）时间最优特性，即能保证四旋翼在最短的时间内

追上自由飞行目标物．
３）障碍物避碰特性，即能保证四旋翼在复杂环境中

追逐追踪目标物时不与障碍物发生碰撞．
面向飞行目标物捕获任务，本文针对四旋翼追逐自由

飞行目标过程的轨迹规划展开研究，根据其所需要的以上

３种轨迹特性提出了一种新的轨迹规划方法．主要贡献为：
１）提出了诱导时间最优 ＭＰＣ算法，即 ＧＴＯＭＰＣ

（ｇｕｉｄａｎｃｅｔｉｍｅｏｐｔｉｍａｌｍｏｄｅｌｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ）．该算法规
划出的轨迹具有闭环特性和时间最优特性，能够保证四旋

翼快速地追踪上自由飞行的目标物．
２）提出了障碍的动态线性物约束表示方法．用动态

线性约束来表示障碍物的非线性约束，并与 ＧＴＯＭＰＣ相
结合，提高了障碍物约束下轨迹求解效率，使其能够在每

个控制周期内求解出一条能够自主避碰的轨迹．
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１　问题描述
针对四旋翼位置轨迹规划的问题，本节首先利用动力

学解耦的方法简化四旋翼的平动动力学约束．在此基础上
把四旋翼追逐自由飞行目标物过程的位置轨迹规划描述为

一个时间最优控制问题．
１．１　四旋翼动力学约束

四旋翼的运动为一个６自由度刚体运动，可通过牛
顿—欧拉方程对其进行动力学建模．首先定义运动坐标
系，如图１所示，惯性坐标系表示为 ΣＩ．四旋翼机体坐标
系表示为ΣＢ．点Ｏ为坐标系ΣＢ的原点并与四旋翼的质心
重合．四旋翼在惯性坐标系ΣＩ中的位置表示为ｐ．从坐标系
ΣＢ到坐标系ΣＩ中的旋转为Ｒ．四旋翼的动力学方程为

［２５］

ｐ·＝ｖ

ｖ·＝－
Ｆｔ
ｍＲｅ３＋ｇｅ

{ ３

（１）

Ｒ
·

＝Ｒ×ｓｋｅｗ（ω）

ω·＝Ｉ－１（τ－ω×（Ｉω{ ））
（２）

其中，ｖ为四旋翼的速度；ｍ为四旋翼的质量；ｇ为重力加
速度；ｅ１、ｅ２和ｅ３为３维单位向量，即 Ι３×３＝［ｅ１　ｅ２　
ｅ３］为三维单位矩阵；ω为ΣＢ坐标系中四旋翼的旋转角速
度；ｓｋｅｗ（·）为向量的反对称矩阵映射函数；Ｉ为四旋翼的
转动惯量；Ｆｔ为四个螺旋桨产生的总升力；τ为四个螺旋
桨在机体坐标轴 ｘＢ、ｙＢ和 ｚＢ三个方向产生的力矩向量；
Ｆｔ和τ与四个螺旋桨的转速有以下关系：

Ｆｔ[ ]τ ＝
ｃＴ ｃＴ ｃＴ ｃＴ
－ｄｃＴ ０ ｄｃＴ ０

０ ｄｃＴ ０ －ｄｃＴ
ｃτ －ｃτ ｃτ －ｃ











τ

ω２１
ω２２
ω２３
ω











２４

（３）

其中，ωｉ（ｉ＝１，２，３，４）为各个螺旋桨的转速，ｃＴ和ｃτ分
别为单个螺旋桨的升力系数和力矩系数，ｄ为螺旋桨中心
到机体坐标原点Ｏ的距离．

图１　四旋翼无人机结构示意图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｑｕａｄｒｏｔｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

　　方程（１）和方程（２）分别为四旋翼的平动动力学和旋
转动力学，可以看出二者通过旋转矩阵耦合在一起，动力

学呈现出非线性的特性．在求解轨迹过程中如果直接把动

力学约束直接考虑进去计算量大，效率低．四旋翼的特殊
结构使其可通过姿态角的调整获取相应的惯性坐标系下的

线加速度．利用这一特性，文［１５］提出了一种动力学解耦
的方法，把四旋翼的平动动力学表示为一个加速度和加加

速度受约束下的积分系统，以提高四旋翼无人机位置轨迹

求解的效率．动力学解耦之后的平动动力学方程为
ｐ·＝ｖ

ｖ·＝{ ａ
（４）

其中，ａ为四旋翼的线加速度，线加速度可由姿态环的控
制器进行跟踪［２５］．由于四旋翼驱动能力有限，解耦之后还
需要对其加速度和加加速度进行限幅，即：

－ａｍａｘ≤ａ≤ａｍａｘ （５）
－ｊｍａｘ≤ａ≤ｊｍａｘ （６）

其中，ａｍａｘ和ｊｍａｘ分别为四旋翼的最大加速度和最大加加速
度的约束，二者受限于四旋翼的最大升力［１５］．
１．２　自由飞行目标物追踪最优轨迹问题构造

在自由飞行目标物捕获任务中，假设目标物的飞行运

动是不可预测的，但是其位置和速度为可测量的，并分别

表示为ｐｔａｒｇ和ｖｔａｒｇ．如图２所示，为了让四旋翼尽快的追上
目标物，需要一条可执行的轨迹ｐ（ｔ），该轨迹能够使四旋
翼在ｔ０时刻从四旋翼的当前位置 ｐ０开始飞行，在 ｔｆ到达
目标物的位置ｐｔａｒｇ，并能保证飞行时间最短，同时在此过
程中避免与障碍物发生碰撞．在下一个控制周期测量更新
后在重新规划．障碍物用半径为ｒｏｂｓ的球体表示，障碍物的
位置为球体的中心位置，表示为 ｐｏｂｓ．为了保证四旋翼的
安全，在整个追逐过程中四旋翼无人机与障碍物上的任意

一点的距离要大于安全距离ｄｓ．因此，为了得到具备引言
所提到的３个特性的追逐轨迹，可构建时间最优控制问题：

ｍｉｎ
ｐ（ｔ）
＝∫

ｔｆ

ｔ０
１ｄｔ＝ｍｉｎ

ｐ（ｔ）
（ｔｆ－ｔ０）　　　　　

ｓ．ｔ．动力学约束：
ｐ·＝ｖ

ｖ·＝{ ａ

（７）

最大速度约束：－ｖｍａｘ≤ｖ≤ｖｍａｘ
最大加速度约束：－ａｍａｘ≤ａ≤ａｍａｘ
最大加加速度约束：－ｊｍａｘ≤ａ

·≤ｊｍａｘ
障碍物约束： ｐ－ｐｏｂｓ ＞ｒｏｂｓ＋ｄｓ
初始状态约束：ｐ（ｔ０）＝ｐ０，ｖ（ｔ０）＝ｖ０
终止状态约束：ｐ（ｔｆ）＝ｐｔａｒｇ，ｖ（ｔｆ）＝ｖｔａｒｇ

图２　四旋翼无人机追逐自由飞行目标物示意图
Ｆｉｇ．２　Ｑｕａｄｒｏｔｏｒｐｕｒｓｕｉｎｇｆｒｅｅｆｌｙｉｎｇｔａｒｇｅｔ
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其中， · 表示向量的欧氏范数．如果时间最优控制问题
（７）能够在每个控制周期内实时的在线求解，那么就可以
得到一条可执行的轨迹，使得四旋翼在最短的时间内能安

全地追上目标物，完成捕获任务．

２　问题求解
在上一节中，构造了时间最优控制问题（７），以得到

四旋翼追逐自由飞行目标物的轨迹．由于时间最优问题把
时间作为优化指标，为非凸优化问题，往往难以求解．再
加上障碍物约束为非线性约束，使得在每个控制周期内在

线实时求解最优控制问题（７）更加困难．为了在线实时求
解最优控制问题（７），本节将用诱导时间最优轨迹指标函
数和障碍的动态线性物约束把问题（７）转化为线性二次型
规划（ＬＱＰ）问题．并结合ＭＰＣ的滚动时域的构架，在每个
控制周期内对其进行优化求解．
２．１　诱导时间最优轨迹指标函数

首先放宽约束条件，只考虑最大加速度约束，最优控

制问题（７）将会转化二重积分系统在输入约束下的时间最
优控制问题．即：

ｍｉｎ
ｐ（ｔ）
＝∫

ｔｆ

ｔ０
１ｄｔ＝ｍｉｎ

ｐ（ｔ）
（ｔｆ－ｔ０）　　

ｓ．ｔ．动力学约束：
ｐ·＝ｖ

ｖ·＝{ ａ

（８）

最大加速度约束：－ａｍａｘ≤ａ≤ａｍａｘ
初始状态约束：ｐ（ｔ０）＝ｐ０，ｖ（ｔ０）＝ｖ０
终止状态约束：ｐ（ｔｆ）＝ｐｔａｒｇ，ｖ（ｔｆ）＝ｖｔａｒｇ

对于最优控制问题（８），可通过庞特里亚金极大值原
理求解出最优控制律和时间最优轨迹［２７］．最优控制律为
ｂａｎｇｂａｎｇ控制律，即：

ａ（ｔ）＝
－ａｍａｘ，　　　　　　　ｈ＞０

－ｓｇｎ（ｖ－ｖｔａｒｇ）·ａｍａｘ， ｈ＝０

ａｍａｘ， ｈ
{

＜０

（９）

其中，ｓｇｎ（·）为符号函数．ｈ为切换函数，与四旋翼无人
机和目标的位置和速度相关，其具体的形式为

ｈ＝（ｐ－ｐｔａｒｇ）＋
１
２ａｍａｘ

（ｖ－ｖｔａｒｇ） ｖ－ｖｔａｒｇ （１０）

对于最优控制问题（８）在每一个控制周期内可得到一
条时间最优轨迹ｐ（ｔ），即：

ｐ（ｔ）＝ｐ０＋ｖ０·ｔ＋
１
２ａ

（ｔ）·ｔ２ （１１）

由式（９）～式（１１）可以看出，每一个控制周期内时间
最优轨迹ｐ（ｔ）为当前时刻四旋翼和目标物状态的函数，
即为闭环的轨迹．按时间最优轨迹 ｐ（ｔ）四旋翼追上目标
物所用的时间最小，为

Ｔ＝

ｖ０－ｖｔａｒｇ
ａｍａｘ

＋
４（ｐ０－ｐｔａｒｇ）
ａｍａｘ

＋
２（ｖ０－ｖｔａｒｇ）

２

（ａｍａｘ）槡 ２ ， ｈ＞０

ｖ０－ｖｔａｒｇ
ａｍａｘ

， ｈ＝０

－ ｖ０－ｖｔａｒｇ
ａｍａｘ

＋
４（ｐ０－ｐｔａｒｇ）
ａｍａｘ

＋
２（ｖ０－ｖｔａｒｇ）

２

（ａｍａｘ）槡 ２ ，ｈ











 ＜０

（１２）

ｐ（ｔ）是最优控制问题（８）的时间最优轨迹，为最优控
制问题（７）在放宽约束条件下的解．所以，对于四旋翼来
说轨迹ｐ（ｔ）存在不能被完全执行的可能．ｐ（ｔ）可以作为
最优控制问题（７）的极限最优解，即最优控制问题（７）在
考虑更多约束的情况下，求得的轨迹在时间性能上都不如

ｐ（ｔ）．
对于轨迹性能，如果两个轨迹在形状的越近似，则其

在性能上也越为相似．如图３所示，轨迹ｔｒａｊ１在形状上与
极限最优轨迹（ｌｉｍｉｔｏｐｔｉｍａｌｔｒａｊ）较 ｔｒａｊ２更为近似，其在
性能上较ｔｒａｊ２更优．因此，在最优控制问题（７）的约束条
件下，如果一条轨迹在形状上与 ｐ（ｔ）最为近似，则其在
性能上将优于其他的轨迹，可把其作为最优控制问题（７）
时间最最优轨迹的解．

图３　不同形状轨迹性能对比图
Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｈａｐｅｓ

　　为了求解在形状上与 ｐ（ｔ）最为近似的轨迹，可定义
二次型指标函数Ｊ，用来评价任意轨迹 ｐ（ｔ）与 ｐ（ｔ）的相
似度，指标函数Ｊ定义为

Ｊ＝∫
Ｔ

ｔ０
ｐ（ｔ）－ｐ（ｔ）２ｄｔ （１３）

二次型指标函数 Ｊ称之为诱导时间最优轨迹指标函
数，即通过极限时间最优轨迹 ｐ（ｔ）的引导来求解时间最
优轨迹．

对于最优控制问题（７）如果用二次型指标函数 Ｊ代替
时间最优指标函数，问题（７）将由从时间最小优化问题转
化为二次型优化问题，可以通过凸优化的方法进行求解．
这种通过指标函数Ｊ求解得到轨迹，本文称之为诱导时间
最优轨迹，即，该轨迹不是理论上的最优轨迹，而是在二

次型指标函数Ｊ的作用下求解出的一条与宽松约束条件下
的理论最优轨迹最为近似的一条轨迹．
２．２　诱导时间最优ＭＰＣ

把指标函数Ｊ应用于问题（７），可把其转化为有限时
域内的二次型优化控制问题，因此可以用 ＭＰＣ的滚动时
域的方法进行求解．在不考虑障碍物约束的情况下，对其
进行离散化处理，采用时间为Δｔ，可得：
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Ｊ＝ ｍｉｎ
ｐ（ｔ），ａ（ｔ）∑

Ｎｐ

ｋ＝０
ｐ［ｋ］－ｐ［ｋ］２

ｓ．ｔ．动力学约束：
ｐ［ｋ＋１］
ｖ［ｋ＋１[ ]］

Ｔ

＝Ａｄ
ｐ［ｋ］
ｖ［ｋ[ ]］

Ｔ

＋Ｂｄａ［ｋ＋１］

（１４）

最大速度约束：－ｖｍａｘ≤ｖ［ｋ］≤ｖｍａｘ，对于任意ｋ≥０
最大加速度约束：－ａｍａｘ≤ａ［ｋ］≤ａｍａｘ，对于任意ｋ≥０
最大加加速度约束：－ｊｍａｘΔｔ≤Δａ［ｋ］≤ｊｍａｘΔｔ，对于任

意ｋ≥０
初始状态约束：ｐ［０］＝ｐ（ｔ０）＝ｐ０，ｖ［０］＝ｖ（ｔ０）＝ｖ０

其中，Ａｄ＝
Ｉ３×３ Δｔ·Ｉ３×３
Ｏ３×３ Ｉ[ ]

３×３

，Ｂｄ＝
１
２Δｔ

２·Ｉ３×３

Δｔ·Ｉ
[ ]

３×３

．ｐ［ｋ］

和ｖ［ｋ］分别为四旋在第 ｋ个采用时间步长上的位置和速

度．Ｎｐ＝
Ｔ
Δｔ
，Ｔ可由式（１２）求得．

可以看出，把时间最优化问题转化为变预测步长的线

性ＭＰＣ问题，即问题（１４），其预测时间步长由四旋翼和
目标当前的位置和速度决定．线性 ＭＰＣ实际上为线性二
次型规划（ＬＱＰ）问题，求解计算量小，可以在每个控制周
期内对其在线实时求解．对于 ＭＰＣ问题，当预测步长 Ｎｐ
过小时会导致算法不收敛或求解过程不可执行（Ｉｎｆｅａｓｉ
ｂｌｅ）．因此，对Ｎｐ的取值范围进行限制，即：

Ｎｐ＝

Ｎｍｉｎ，　
Ｔ

Δｔ＜Ｎｍｉｎ
Ｔ
Δｔ
，

Ｎｍｉｎ＜Ｔ
Δｔ＜Ｎｍａｘ

Ｎｍａｘ，
Ｔ

Δｔ＞Ｎ













ｍａｘ

（１５）

其中，Ｎｍｉｎ和Ｎｍａｘ分别为Ｎｐ限制的最小值和最大值．
像问题（１４）这种利用诱导时间最优轨迹指标函数，以

达到时间最优控制效果的 ＭＰＣ算法，称之为诱导时间最
优ＭＰＣ，即，ＧＴＯＭＰＣ（ｇｕｉｄａｎｃｅｔｉｍｅｏｐｔｉｍａｌｍｏｄｅｌｐｒｅｄｉｃ
ｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ）．在点到点（ｐｏｉｎｔｔｏｐｏｉｎｔ）的控制任务中，ＭＰＣ
往往把目标点作为参考值，以阶跃响应的过程到达目标

点，与之相比ＧＴＯＭＰＣ到达目标点过程在时间上的性能
更好．
２．３　障碍物的动态线性约束表示

问题（７）中的障碍物的约束为非线性约束，为了提高
求解效率，可用动态线性约束替代原来的非线性约束．如
图４所示，首先定义障碍物的危险区域，该区域由半径为
ｒｏｂｓ＋ｄｓ且与障碍物同心的球状区域表示．可以看出，如果
四旋翼在危险区域外面飞行，则问题（７）中的障碍物的避
碰约束必会满足．危险区域球面的切平面α可以把空间分
为两个部分，一部分包含危险区域，另一部分不包含危险

区域．如果以切平面α作为障碍物的边界，把安全飞行区
域限制在不包含危险区域一侧，这样就能用线性约束实现

障碍物的避碰．为了最大化线性约束所表示的安全飞行区
域，在每个控制周期都根据四旋翼和障碍物的位置更新切

平面α，使得其始终与四旋翼和障碍物的连接线垂直．这
样用一个动态的线性约束来代替障碍物的非线性约束可以

大大提高轨迹的求解的效率，以实现在每个控制周期内在

线实时求解．

图４　障碍物避碰策略示意图
Ｆｉｇ．４　Ｏｂｓｔａｃｌｅａｖｏｉｄａｎｃｅｓｔｒａｔｅｇｙ

　　首先，根据四旋翼的当前位置ｐ０和障碍物的位置ｐｏｂｓ
可得一个由障碍物指向四旋翼的单位方向向量ｎ，即：

ｎ＝
ｐ０－ｐｏｂｓ
ｐ０－ｐｏｂｓ

（１６）

由方向向量 ｎ和危险区域的半径可得所需切平面 α
与危险区域边缘的切点ｏｎ，即：

ｏｎ＝ｐｏｂｓ＋（ｒｏｂｓ＋ｄｓ）·ｎ （１７）
设ｐｔａｎｇ为切平面上α的任意一点，由于切平面α方向

向量ｎ垂直，则ｐｔａｎｇ满足：
（ｐｔａｎｇ－ｏｎ）·ｎ＝０ （１８）

切平面α可以把空间分为两个部分，一侧包含危险区
域，另一侧不包含危险区域．障碍物的位置在包含危险物
的一侧，由式（１６）可得障碍物的位置ｐｏｂｓ满足：

（ｐｏｂｓ－ｏｎ）·ｎ＜０ （１９）
根据平面方程的性质，四旋翼如果要在平面另一侧空

间飞行，则其经过位置点需要满足：

（ｐ－ｏｎ）·ｎ＞０ （２０）
式（２０）为障碍物的线性约束条件，在每个控制周期内

可以由四旋翼和障碍物的位置反馈信息根据式（１２）～式
（２０）进行更新，以动态线性约束表示障碍物的约束．将其
离散化后加入 ＧＴＯＭＰＣ问题（１４），可在每个控制周期内
求解出不与障碍物碰撞的轨迹．动态线性约束是球形危险
区域的一系列的切平面，因此，障碍物的动态线性约束代

替其非线性约束的条件是存在一个球形区域能够包络已感

知的障碍物，这样就能定义球形危险区域以计算相应的线

性约束．

３　仿真
为了验证本所提出轨迹规划算法的时间最优性能和障

碍物避碰性能，本文在Ｍａｔｌａｂ环境下进行了仿真验证．
仿真中四旋翼的动力学模型为式（１）～式（３），用于

求解动力学微分方程的算法为定步长ｏｄｅ４５．四旋翼的物
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理参数如表１所示．

表１　仿真实验中四旋翼的物理参数
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｑｕａｄｒｏｔｏｒｉｎｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ

序号 物理量 参数值

１ 质量ｍ ０．０３ｋｇ

２ ｘＢ方向上转动惯量Ｉｘｘ １．４３×１０－５ｋｇ·ｍ２

３ ｙＢ方向上转动惯量Ｉｙｙ １．４３×１０－５ｋｇ·ｍ２

４ ｚＢ方向上转动惯量Ｉｚｚ ２．８９×１０－５ｋｇ·ｍ２

５ 螺旋桨升力系数ｃＴ ６．１１×１０－８

６ 螺旋桨力矩系数ｃτ １．５×１０－９

７ 螺旋桨中心到质心的距离ｄ ０．０４６ｍ

３．１　时间最优性能验证
对于一个位置和速度可测量的动态目标物，可以把目

标物的位置作为期望值，采用位置和速度反馈控制的方法

进行跟踪．但是这种方法不能保证跟踪过程的时间最优特
性，也不能实现物的避碰．为了验证本文所提出ＧＴＯＭＰＣ
算法所规划的轨迹在自由飞行目标物追踪过程中的时间最

优特性，在仿真中对比了 ＧＴＯＭＰＣ算法和位置和速度反
馈控制的方法在没有障碍物的情况下，分别追踪直线飞行

运动和曲线飞行运动的目标物追踪的效果．用于对比的算
法为几何控制算法（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｃｏｎｔｒｏｌ）［２６］和 ＭＰＣ．由于四
旋翼的螺旋桨只能产生单一方向的升力，其方向始终与机

体坐标系Ｚ轴方向相反，位置控制时，需调整其姿态角使
得升力在某个方向产生分力，以实现该方向的位置控制．
因此，位置控制时需计算出期望的姿态，再由姿态环跟踪

期望的姿态，以实现位置控制．四旋翼的几何控制具有内
外环的结构，其中内环为姿态环，外环为位置环．
１）位置环
位置环中四旋翼期望加速度的反馈控制律为

ａｄ＝－ｋｐｅｐ－ｋｖｅｖ＋ｐ̈ｄ （２１）
其中，ａｄ为期望加速度，ｅｐ和ｅｖ分别为位置和速度误差，
ｋｐ和ｋｖ分别为位置和速度反馈增益矩阵，ｐｄ为位置期望．
２）期望姿态解算
根据期望的加速度可求解出所需的升力和期望姿态角

所确定的旋转矩阵，具体为

Ｆｔ＝ｍｇｅ３－ｍａｄ （２２）

ｂｚ＝
ｇｅ３－ａｄ
ｇｅ３－ａｄ

ｂｙ＝ｂｚ×［ｃψｄ　ｓψｄ　０］
Ｔ

ｂｘ＝ｂｙ×ｂ
{

ｚ

（２３）

Ｒｄ＝［ｂｘ　ｂｙ　ｂｚ］ （２４）

其中，ｂｘ、ｂｙ和ｂｚ为互正交的３个单位向量；ψｄ为四旋翼
航向期望值．
２）姿态环
姿态跟踪的反馈的控制律为

τ＝－ｋＲｅＲ 槡－２ωｅω＋ω×（Ｉω） （２５）
其中，ｅＲ和ｅω分别为姿态误差和姿态角速度误差；ｅＲ定

义为 ｅＲ＝
１
２ｓｋｅｗ

－１（Ｒ－１ｄ Ｒ－Ｒ
－１Ｒｄ）；ｋＲ和ｋω分别为姿态

和姿态角速度反馈增益矩阵．仿真中 ＧＴＯＭＰＣ和 ＭＰＣ姿
态环用于跟踪加速度的控制器也为几何控制算法中的姿态

控制器．

图５　直线飞行的目标物追踪时四旋翼与目标物之间的相对距离
Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｑｕａｄｒｏｔｏｒａｎｄｔｈｅｔａｒｇｅｔ
ｗｈｅｎｉｔｉｓｐｕｒｓｕｉｎｇｔｈｅｔａｒｇｅｔｆｌｙｉｎｇｉｎｔｈｅｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅ

图６　直线飞行的目标物追踪时四旋翼３轴位置轨迹
Ｆｉｇ．６　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｉｎｔｈｅｔｈｒｅｅａｘｉｓｏｆｔｈｅｑｕａｄｒｏｔｏｒ

ｉｎｐｕｒｓｕｉｎｇｔｈｅｔａｒｇｅｔｆｌｙｉｎｇｉｎｔｈｅｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅ

　　在追踪直线飞行的目标物时，目标物的起始位置为
［０　０　０］Ｔ，四旋翼的起始位置为［０．３　 －０．４　０．１］Ｔ．
在追踪曲线飞行的目标物时，目标物的起始位置为

［５　０　０］Ｔ，四旋翼的起始位置为［６　 －０．２　０．２］Ｔ．直
线飞行目标物追踪对比仿真结果如图５、图６所示，可以
看出采用几何控制算法（Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｃｏｎｔｒｏｌ）和 ＭＰＣ也能追

４７４ 信息与控制　　　　　　　　　　　　　　　　　　４８卷



上目标物，但是所用时间较长，大约分别在ｔ＝１．８ｓ和ｔ＝
１．１ｓ时可以使四旋翼与目标物的相对距离收敛到零．而本
文提出的 ＧＴＯＭＰＣ算法在同样的条件下，可在大约 ｔ＝
０．９ｓ时使四旋翼与目标物的相对距离收敛到零．曲线飞行
目标物追踪对比仿真结果如图７和图８所示，与直线飞行
目标物追踪结果类似．二者都能追上目标物，ＧＴＯＭＰＣ算
法能在更短的时间内追上目标物，大约ｔ＝１．３ｓ，相同条件
下的几何控制算法（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｃｏｎｔｒｏｌ）和 ＭＰＣ大约分别在
ｔ＝１．８ｓ和ｔ＝１．５ｓ才能跟踪上目标物．

对比结果可以看出本文提出 ＧＴＯＭＰＣ在自由飞行目
标物追逐过程中，用时最短，表现出时间最优的特性．

图７　曲线飞行的目标物追踪时四旋翼与目标物之间的相对距离
Ｆｉｇ．７　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｓｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｑｕａｄｒｏｔｏｒａｎｄｔｈｅｔａｒｇｅｔｗｈｅｎ

ｉｔｉｓｐｕｒｓｕｉｎｇｔｈｅｔａｒｇｅｔｆｌｙｉｎｇｉｎｔｈｅｃｉｒｃｌｅｌｉｎｅ

图８　曲线飞行的目标物追踪时四旋翼三轴位置轨迹

Ｆｉｇ．８　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｉｎｔｈｅｔｈｒｅｅａｘｉｓｏｆｔｈｅｑｕａｄｒｏｔｏｒ

ｉｎｐｕｒｓｕｉｎｇｔｈｅｔａｒｇｅｔｆｌｙｉｎｇｉｎｔｈｅｃｉｒｃｌｅｌｉｎｅ

３．２　障碍物避碰特性验证
为了验证本文所提出的障碍动态物线性约束表示方法

能有效地替代障碍的非线性约束，以及与 ＧＴＯＭＰＣ算法
结合能实现障碍物避碰．仿真中在追踪直线飞行目标物和
曲线飞行目标物的过程中引入障碍物．在追踪直线飞行的
目标物过程中，碍物的半径为０．１ｍ（危险区域半径），位
置为［０．２　－０．２　０．０５］Ｔ．在追踪曲线飞行的目标物过程
中，碍物的半径为０．３ｍ（危险区域半径），位置为［５．４５　
０．４５　０］Ｔ．仿真结果如图９、图１０所示，可以看出在不加
障碍物约束的情况下，ＧＴＯＭＰＣ算法原本规划的路径与
障碍物发生碰撞．加上动态线性约束后，ＧＴＯＭＰＣ算法规
划的路径能有效地躲避障碍物，使四旋翼能安全地追踪上

直线飞行或曲线飞行的目标．仿真还表明，该算法的每次
求解能够在２０ｍｓ内完成，即可以达到５０Ｈｚ，满足实际系
统对算法计算效率的需求．

图９　四旋翼追踪直线飞行目标物并躲避障碍物的
路径在ｘｏｙ平面内的投影

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｐａｔｈｉｎｔｈｅｘｏｙｐｌａｎｏｆｔｈｅｑｕａｄｒｏｔｏｒｔｈａｔｃａｔｃｈｔｈｅｔａｒｇｅｔ
ｍｏｖｉｎｇｉｎｔｈｅｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅａｒｗｈｉｌｅａｖｏｄｉｎｇｔｈｅｏｂｓｔａｃｌｅ

图１０　四旋翼追踪曲线飞行目标物并躲避障碍物的
路径在ｘｏｙ平面内的投影

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｐａｔｈｉｎｔｈｅｘｏｙｐｌａｎｏｆｔｈｅｑｕａｄｒｏｔｏｒｔｈａｔｃａｔｃｈｔｈｅｔａｒｇｅｔ
ｍｏｖｉｎｇｉｎｔｈｅｃｉｒｃｌｅｌｉｎｅａｒｗｈｉｌｅａｖｏｄｉｎｇｔｈｅｏｂｓｔａｃｌｅ
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４　结论
针对自由飞行目标物捕获任务，本文提出了 ＧＴＯ

ＭＰＣ算法，用于规划四旋翼追踪自由飞行目标物的轨迹．
ＧＴＯＭＰＣ利用诱导时间最优轨迹指标函数，把时间最优
化问题转化为线性二次型规划问题，提高了计算效率．利

用ＭＰＣ的滚动优化策略可以实现闭环的轨迹规划，使其
能够适用于动态任务．结合本文提出的动态线性障碍物约
束还能实现目标物追逐过程中的障碍物避碰．仿真结果表
明，ＧＴＯＭＰＣ可以保证四旋翼安全快速地追踪上自由飞
行的目标物，其高效的计算效率也能保证该算法在实际任

务中的应用．
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（下转第４８５页）

６７４ 信息与控制　　　　　　　　　　　　　　　　　　４８卷



附录Ａ　最优设施序列

表Ａ１　改进禁忌搜索算法求得的最优设施序列
Ｔａｂ．Ａ１　Ｏｐｔｉｍａｌｆａｃｉｌｉｔｙｓｅｑｕｅｎｃｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｉｍｐｒｏｖｅｄｔａｂｕｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍ

问题 ｆ 设施序列 ｎｕ

Ｓ５ ０．０８７９ ２－４－３－５－１ ２

Ｓ６ ０．１１８７ １－５－６－２－４－３ ４

Ｓ７ ０．０２５０ ７－１－６－２－４－５－３ ４

Ｓ８ ０．０２５４ ３－６－５－８－２－７－１－４ ４

Ｓ９ ０．００１４ ３－４－９－６－２－８－１－５－７ ５

Ｓ９Ｈ ０．０１６５ ８－５－９－２－４－３－７－１－６ ５

Ｓ１０ ０．０１４６ ２－６－９－７－１０－８－３－１－５－４ ６

Ｓ１１ ０．０２６９ １１－５－４－１－７－９－８－６－３－１０－２ ６

Ｎ２５－０５ ０．０１４９ ５－２－１１－９－１５－１６－２５－２４－７－３－１４－１７－１２－１８－１－
２２－６－８－１９－２１－１０－２０－４－２３－１３ １３

Ｎ３０－０５ ０．０１４５ １５－１２－６－２６－１７－２５－１３－１８－８－３０－３－２－２０－１６－９－４－２４－
１－２２－７－２３－１０－１１－１９－２７－５－２１－２８－２９－１４ １６

Ｎ４０－０１ ０．０１３９
２０－２７－１０－２８－３７－５－２１－４０－３３－７－１１－３８－２５－２６－６－２３－３－
２９－１４－３９－１３－３４－１２－１９－１７－９－８－３５－１５－２４－１８－２－３６－

２２－３２－３０－３１－４－１－１６
２１

ｓｋｏ４２－０１ ０．０１１５
２３－２２－３６－１０－２７－３０－３３－１４－９－４０－２６－１８－３７－３８－１－１２－４２－
１７－２９－６－２５－１６－１３－２－２８－３９－３１－１９－３５－４－１５－２０－３２－２１－

３－２４－５－３４－７－１１－８－４１
２１

ｓｋｏ４９－０１ ０．０２６８
２８－４７－１３－３６－４２－７－１４－１－４３－３８－１２－３４－６－４０－３７－４８－３１－
４９－３０－２４－３２－１６－４－４４－３９－４６－２５－２０－１９－１８－１１－４１－２９－
４５－２７－１５－９－１０－３５－２－３－２３－２６－３３－２２－５－８－２１－１７

２５

（上接第４７６页）
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