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摘要
针对神经网络中ＲｅＬＵ激活函数存在返回值非负及神经元未激活等问题，提

出了一种全新的类ＲｅＬＵ激活函数———ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ．ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ既继承了 ＲｅＬＵ的优
势，又可以返回负值，通用性更强．ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的推导及函数性质也会被讨论．
该激活函数还引入了刚度系数ｋ，可以通过训练主动调节相邻两层的权重系数．为
了减少计算量，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ可以在一定情况下简化为 ＲｅＬＵ或 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ．为了展现
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数的性能，还将其与ＲｅＬＵ、Ｓｏｆｔｐｌｕｓ及Ｓｉｇｍｏｉｄ在４种不同类型的
数据集上进行拟合精度对比．对比结果表明，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ在不同的数据集上均能兼
顾拟合精度和收敛速度且在小网格规模可以更快、更准确地拟合复杂非线性函数．
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０　引言
近年来，人工智能和深度学习等技术发展迅速，已经

在图像处理、语音识别和自然语言处理等领域取得突破，并

显著提高了原有技术的预测精度．基于神经网络的算法，包

括误差反向传播神经网络、卷积神经网络及循环神经网络

等是实现人工智能和深度学习的重要算法基础［１－２］．然
而，无论是何种神经网络算法，都以感知机模型和非线性

的激活函数作为基本结构．因而构建并研究激活函数，对
发展神经网络算法乃至人工智能都具有重要意义．



目前，激活函数主要以线性整流函数（ＲｅＬＵ）［３］及
Ｓｉｇｍｏｉｄ等函数及其相关变体为主．由于ＲｅＬＵ激活函数和
导数的数学运算均较为简单，计算时间短，速度快，占用

资源少，所以当面对未知数据集时，ＲｅＬＵ成为了激活函
数的首选类型．然而，ＲｅＬＵ也有其固有缺陷．首先，ＲｅＬＵ
输出值为非负数且关于ｘ轴不对称，因而其在学习包含负
返回值的数据集时，速度会变得很慢．其次，训练过程中，
ＲｅＬＵ常常引起神经元的永久不激活，永久不激活的神经
元会占用大量的计算资源，造成浪费．再有，ＲｅＬＵ是分段
线性函数，当其用于拟合光滑非线性函数时，在相同拟合

精度下，采用ＲｅＬＵ作为激活函数的神经网络需要包含有
更多的神经元或隐藏层．

为了弥补ＲｅＬＵ的不足，近年来出现了许多在 ＲｅＬＵ
的基础上进行简单修改的类 ＲｅＬＵ激活函数，主要包括：
ＬｅａｋｙＲｅＬＵ，ＰＲｅＬＵ，ＲＲｅＬＵ，ＥＬＵ，ＳＥＬＵ 及 ＳＲｅＬＵ
等［４－１２］．这些类ＲｅＬＵ激活函数本质上是将 ＲｅＬＵ函数预
先分段叠加，形成若干组固定连接方式的 ＲｅＬＵ激活函数
对，从而缓解原本ＲｅＬＵ激活函数在负输入下收敛慢及神
经元永久不激活等问题．然而，理论上这些类 ＲｅＬＵ函数
是可以通过ＲｅＬＵ在本身的训练过程中自动拟合得到的，
因而未能从根本上触及ＲｅＬＵ的本质．

此外，另一种类 ＲｅＬＵ函数是 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ［１３－１９］．Ｓｏｆｔｐｌｕｓ
是一种光滑连续函数，现对于 ＲｅＬＵ，其在拟合光滑连续
函数时会有一定优势．更重要的是，Ｓｏｆｔｐｌｕｓ在趋于正无穷
和负无穷时的渐近线所组成的分段函数即为 ＲｅＬＵ激活函
数，因而拟合线性函数时与ＲｅＬＵ相似．Ｓｏｆｔｐｌｕｓ返回值恒
大于零且导数依然是非零连续函数，可以防止神经元永久

不激活．然而，由于Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数的导数通常小于１，进而
会存在梯度消失等问题．此外，Ｓｏｆｔｐｌｕｓ的劣势还表现在其
计算量上，由于包含指数函数等非线性运算，其每一步的

计算量会显著大于ＲｅＬＵ．
基于Ｓｏｆｔｐｌｕｓ和ＲｅＬＵ，本文构建了一种新的类 ＲｅＬＵ

激活函数—板簧（ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ）激活函数．在ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活
函数中，还引入了刚度系数 ｋ，用于在训练过程中自适应
地调节函数的光滑程度．由于系数ｋ的引入，ＲｅＬＵ和Ｓｏｆｔ
ｐｌｕｓ成为了 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数的两种特殊情况，因而
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ可以继承前者的优势．又由于系数 ｋ可以通过
训练改变符号，所以 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ可以覆盖更广泛的输出值
范围．再有，ｋ值的大小可以影响 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ的光滑程度，
因而可以用于拟合不同曲率的函数．此外，通过合理简
化，可以将局部的ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数简化为 ＲｅＬＵ，或整体简
化为Ｓｏｆｔｐｌｕｓ，从而降低计算量．

本文将从ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的构建出发，分析其与ＲｅＬＵ
和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ的继承关系，并给出误差反向传播计算方法及
合理简化方法．最后，本文以４个不同类型的数据集对其
计算性能进行评估，测试该激活函数的可行性．

１　ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的构建
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数作为一种类 ＲｅＬＵ函数，同样也是从

ＲｅＬＵ函数推导而来的．ＲｅＬＵ函数的表达方式有很多种，

这里仅以最基本的分段函数形式表示：

ＡＲｅＬＵ（ｘ）＝
ｘ，ｘ＞０
０，ｘ≤{ ０

（１）

该表达方式简单明了，但是仍然是一种以分段形式表达的

方式．这里可以借鉴Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数的形式，将ＲｅＬＵ改写成
如式（２）所示的形式：

ＡＲｅＬＵ（ｘ） ｌｉｍｎ→＋∞ｌｎ（
ｎ
ｅｎｘ槡 ＋１） （２）

由式（２）可得，当ｎ趋于正无穷时，右侧函数就会无限趋
近于ＲｅＬＵ函数且二者的定义域和值域均相同．于是可以
定义右侧函数为新函数Ｒ（ｎ，ｘ）：

Ｒ（ｎ，ｘ）＝ｌｎ（
ｎ
ｅｎｘ槡 ＋１）

（３）

其中，ｎ为正整数．因而有：
ＡＲｅＬＵ（ｘ）＝Ｒ（＋∞，ｘ）

若令ｎ＝１，则函数Ｒ（ｎ，ｘ）等价于Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数：
Ｒ（１，ｘ）＝ｌｎ（ｅｘ＋１）＝ＡＳｏｆｔｐｌｕｓ（ｘ）

由此可见，ＲｅＬＵ函数和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数都是Ｒ（ｎ，ｘ）函数的
特殊形式．然而，如果仅仅使用 Ｒ（ｎ，ｘ）函数依然无法解
决激活函数返回负值的问题，因此可以将 Ｒ（ｎ，ｘ）函数进
行变形，如式（４）所示：

Ｒ（ｎ，ｘ）＝ｌｎ（
ｎ
ｅｎｘ槡 ＋１）＝１ｎｌｎ（ｅ

ｎｘ＋１） （４）

此处，ｎ的取值范围仍为正整数，如果将 ｎ的取值范围扩
大到非零实数，则可以得到如式（５）所示函数，并定义为
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数．

ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）＝
１
ｋｌｎ（ｅ

ｋｘ＋１），ｋ∈Ｒ，ｋ≠０ （５）

与Ｒ（ｎ，ｘ）函数类似，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数同样可以表示 ＲｅＬＵ
函数和 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数，但是由于 ｋ值可以取为负值，Ｌｅａｆ
Ｓｐｒｉｎｇ函数可以返回负值．

根据ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的表达式，可以进而得到其在不
同ｋ和ｘ值下的函数图像，如图１所示．

图１　ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数曲线
Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｃｕｒｖｅｏｆＬｅａｆＳｐｒｉｎｇａｃｔｉｖａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　根据ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的图像及其表达式，当 ｋ的绝对
值趋于０时，函数趋于平滑；当 ｋ的绝对值趋于无穷时，
函数趋于在（０，０）点导数不连续．因而，ｋ的作用更像是
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刚度系数对于板簧的作用，当刚度系数变化时，在相同的

弯折程度下，板簧的变形曲率会随之不同．因此，本文将
上述函数命名为ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数，而系数ｋ命名为刚度系数．

然而，Ｒ（ｎ，ｘ）函数还可以被改写成如式（６）所示形式：

Ａ′ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）＝ｋｌｎ（ｅ
ｘ
ｋ＋１），ｋ∈Ｒ，ｋ≠０ （６）

但是，该形式会使得当 ｋ随着训练的变化而跨越零点时，
函数的导数发生阶跃，这样不利于其在训练过程中任意跨

越零点，从而不利于其拟合任意函数．

２　ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数特性分析
对于 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数，可以对其奇偶性、导数特性及

误差反向传播方法进行分析．
２．１　奇偶性

由式（５），可得：

ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（－ｋ，－ｘ）＝－
１
ｋｌｎ（ｅ

ｋｘ＋１）

＝－ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）
所以，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数是关于 ｋ和 ｘ的奇函数．由此可得，
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数可以随着ｋ和ｘ的取值不同，返回关于零点
对称的值且该值的取值范围为实数．

相比于ＲｅＬＵ和 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活函数，尽管前者关于原
点对称，但是都无法解决返回值仅为非负数的问题．通过
采用ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数，就可以弥补其不足．
２．２　关于ｘ的偏导数特性

由式（５），对ｘ求偏导数可得：
ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）

ｘ
＝ ｋｅｋｘ

ｋ（ｅｋｘ＋１）

＝ １
１＋ｅ－ｋｘ

＝ＡＳｉｇｍｏｉｄ（ｋｘ）
可见，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数对 ｘ的偏导数为 Ｓｉｇｍｏｉｄ函数，而
Ｓｉｇｍｏｉｄ（ｋｘ）的图像如图２所示．

图２　Ｓｉｇｍｏｉｄ（ｋｘ）的函数曲线

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｃｕｒｖｅｏｆＳｉｇｍｏｉｄ（ｋｘ）

　　由图２可得，通过引入刚度系数 ｋ，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的
对ｘ的偏导数可以覆盖更大的变化范围，偏导数随 ｘ的变

化率也可以通过训练ｋ值进行自动调节，从而可以一定程
度上减缓使用 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ引起的梯度消失的问题．此外，当
ｋ＝１或ｋ＝＋∞时，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数可以兼容ＲｅＬＵ及Ｓｉｇｍｏｉｄ
的偏导数，从而可以继承二者在线性函数拟合方面的优势．
２．３　ｋ值的误差反向传播特性

由式（５），对ｋ求偏导可得：
ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）

ｋ
＝ ｘｅｋｘ

ｋ（ｅｋｘ＋１）
－ｌｎ（ｅ

ｋｘ＋１）
ｋ２

　　

＝ ｘｅｋｘ

ｋ（ｅｋｘ＋１）
－
ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）

ｋ

＝
ｘｅｋｘ－ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）ｅ

ｋＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）

ｋｅｋＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）

可见，当ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数对 ｋ求偏导数时，可以大量使用
前向传播过程及返回值的误差反向传播过程中的中间数据

变量，如ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）及 ｋ·ｅ
ｋｘ等．但是，不可否认，该

方法仍存在计算量提升的问题，尤其是在计算分母项时，

无法通过存储之前的计算数据来简化计算．但是，如果该
方法能够在拟合精度和适应数据集范围上优于 ＲｅＬＵ或
Ｓｏｆｔｐｌｕｓ，那么该方法仍存在较大价值．

由以上分析可知，尽管 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数在计算量上会
大于ＲｅＬＵ和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ，但是ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数关于原点对称，
可以返回负值，并且可以扩大导数的变化率变化范围，从

而缓解梯度消失等问题，所以该方法具有通用性更强的优

势，值得深入研究和广泛应用尝试．

３　ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的机理分析
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数无论是在值域范围还是偏导数变化率

的协调性方面都优于ＲｅＬＵ和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ．其根本原因是引入
了刚度系数ｋ．但是，如果从另一个角度来分析，该参数之
所以会起到如此不同的效果，是因为它在 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数
中是多次出现的．若具体分析其在神经网络中的作用机
理，可以以如图３所示的全连接神经网络结构为例．

图３　神经网络结构图
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ

　　图３所示神经网络结构为多层神经网络的一部分，这
里仅取其中的第ｉ－１层、第ｉ层及第ｉ＋１层．ｘａｂ为第ａ层
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的第ｂ个节点的输入，ｙａｂ为第 ａ层的第 ｂ个节点的输出，
由此可得第ｉ层的某一神经网络节点ｊ的输入ｘｉｊ为

ｘｉｊ＝∑
ｈ
ｘｉｊ，ｈ＝∑

ｈ
ｗｉ－１ｊ，ｈｙ

ｉ－１
ｈ

其中，ｈ为前层的节点编号，为了便于分析，这里仅对节
点ｊ进行分析．

经过第 ｉ层 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数的处理，该层的输出
可以表示为

ｙｉｊ＝ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ
ｉ
ｊ，ｘ

ｉ
ｊ）

＝１
ｋｉｊ
ｌｎ（ｅｋ

ｉ
ｊｘ
ｉ
ｊ＋１）

＝１
ｋｉｊ
ｌｎ（ｅｋｉｊ∑ｈ

ｗｉ－１ｊ，ｈｙ
ｊ－１
ｈ ＋１）

对于ｉ＋１层的节点ｐ，前层节点ｊ对其输入为
ｘｉ＋１ｐ，ｊ＝ｗ

ｉ
ｐ，ｊｙ

ｉ
ｊ　　　　　

＝珔ｗｉｐ，ｊ (ｌｎ ｅ∑ｈｗ^ｉ－１ｊ，ｈｙｉ－１ｈ ＋ )１
＝珔ｗｉｐ，ｊＡ (Ｓｏｆｔｐｌｕｓ ∑

ｈ
ｗ^ｉ－１ｊ，ｈｙ

ｉ－１)ｈ （７）

其中，

珔ｗｉｐ，ｊ＝
ｗｉｐ，ｊ
ｋｉｊ

（８）

ｗ^ｉ－１ｊ，ｈ＝ｋ
ｉ
ｊｗ
ｉ－１
ｊ，ｈ （９）

可见，若将式（７）的系数经由式（８）和式（９）参数代
入，则式（７）可以得到进一步简化，而其简化结果与 Ｓｏｆｔ
ｐｌｕｓ激活函数的作用相同．

反观式（８）和式（９），两式都包含参数ｋｉｊ，而令两式相
乘可得：

珔ｗｉｐ，ｊ^ｗ
ｉ－１
ｊ，ｈ＝ｗ

ｉ
ｐ，ｊｗ

ｉ－１
ｊ，ｈ

所以ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数相对于 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ，最根本的区别为：通
过引入刚度系数ｋ，在激活函数的位置同时调节该节点前
后的权重系数，并保持其乘积值不变．

相比而言，以 ＲｅＬＵ及 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ等为激活函数的神经
网络，对其权重系数的训练是逐层进行的且每层之间不存

在相互协调；而ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数在激活函数的位置就引入
了前后权重系数的协调机制，从而可以以参数的形式自主

学习层系数间的相互关系，避免个别节点由于梯度消失或

未激活而形成孤立，造成资源浪费．
此外，相比于其它类 ＲｅＬＵ算法，通过引入固定值的

修正系数虽然可以一定程度上缓解 ＲｅＬＵ算法所遇到的问
题，但是这些参数的引入本质上是对个别权重系数的人为

修正，存在超参数，其通用性较差．而ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数
尽管也起到了权重系数修正的作用，但是在修正的同时还

保证了各层间权重系数的乘积的不变性，且该修正程度可

以由神经网络训练自主学习得到，进而提高了通用性．

４　ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的合理简化
尽管从函数性质和作用机理分析，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函

数都继承并扩展了 ＲｅＬＵ和 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活函数，但是 Ｌｅａｆ
Ｓｐｒｉｎｇ函数的表达式相对较复杂，实际应用难免造成训练
计算量过大的问题．然而，由于ＲｅＬＵ和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活激活
函数均为ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的特殊形式，如若其在实际训练

过程中可以局部或整体简化为上述两种简单函数，或许可

以大幅降低计算量．
４．１　简化为ＲｅＬＵ函数

由式（２）和图１可得，当系数 ｎ或刚度系数 ｋ趋于正
无穷时，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数与 ＲｅＬＵ函数等价．然而，如若 ｋ
趋于负无穷，可以得到如（１０）所示函数，记做做ＡｓＲｅＬＵ（ｘ）．

　ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（－∞，ｘ）＝
０，ｘ≥０
ｘ，ｘ{ ＜０

＝ｍｉｎ｛ｘ，０｝
ＡｓＲｅＬＵ（ｘ） （１０）

ＡｓＲｅＬＵ（ｘ）函数形式简单，计算量与ＲｅＬＵ函数相同，所
以同样可以作为ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的简化目标函数．

因而，在实际的算法计算中，可以在刚度系数的值得

绝对值大于某一特定常数 珓ｋ时，将其简化为 ＲｅＬＵ或
ＡｓＲｅＬＵ（ｘ）函数，从而降低计算量，如式（１１）所示：

ＡＲｅＬＵＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）＝

ＡＲｅＬＵ（ｘ），　　　ｋ＞珓ｋ

ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ），ｋ∈［－珓ｋ，０）∪（０，珓ｋ］

ＡｓＲｅＬＵ（ｘ）， ｋ＜－珓
{

ｋ

（１１）

由式（１１）分析可得，当 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数在训练过程
中，其刚度系数的训练结果较大，则其更接近于 ＲｅＬＵ函
数，使用ＲｅＬＵ函数对其进行简化，可以降低计算量．
４．２　简化为Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数

由式（５）和图１可得，当 ｋ的值取为１时，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ
函数与Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数完全相同，因而可以用Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数代
替ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数，从而减少计算量．然而，在实际使用
中，往往很难保证 ｋ的训练结果值为１，而且当 ｋ的值在
以１为邻域的范围内变化时，其在小于１和大于１两个子
邻域的取值对整体返回值的影响有较大不同，因而以此方

式简化意义不大．但是，从 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数的机理进行分
析，可以得到另一条简化思路，这里同样以图３所示神经
网络结构为例．

对于第ｉ＋２层的第ｒ个节点，其输入为

ｘｉ＋２ｒ，ｐ＝珔ｗ
ｉ＋１
ｒ，ｐ (ｌｎ ｅ∑ｊｋｉ＋１ｒ 珔ｗｉｐ，ｊｙ

ｉ
ｊ＋ )１

其中，

珔ｗｉ＋１ｒ，ｐ＝
ｗｉ＋１ｒ，ｐ
ｋｉ＋１ｐ

进而可得

ｗ^ｉｐ，ｊ＝ｋ
ｉ＋１
ｐ 珔ｗ

ｉ
ｐ，ｊ＝

ｋｉ＋１ｐ
ｋｉｊ
ｗｉｐ，ｊ （１２）

根据式（１２），若：
ｋｉ＋１ｐ ≈ｋ

ｉ
ｊ

则：

ｗ^ｉｐ，ｊ≈ｗ
ｉ
ｐ，ｊ

因而，此时ｋ作为调节两层权重系数的相互关系的作用消
失了，从而刚度系数的作用仅仅体现在最后一层神经网络

的返回值中，于是刚度系数的作用就可以被权重系数完全

取代，在该情况下的ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数可以被简化为Ｓｏｆｔｐｌｕｓ
函数，如式（１３）所示：
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ＡｓｏｆｔｐｌｕｓＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ）＝
ＡＳｏｆｔｐｌｕｓ（ｘ），　　ｋ１，ｋ２，｜ｋ１／ｋ２－１｜＜ε
ＡＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ（ｋ，ｘ），{ ｏｔｈｅｒ

（１３）

进而，当以ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ为激活函数的神经网络在训练过程
中发生所有的刚度系数值均属于某一特定小区间，或任意

两个刚度系数的商与１的差值的绝对值小于某一小量 ε
时，该神经网络的所有激活函数可以简化为Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数．

通过合理简化，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数可以简化为 ＲｅＬＵ或
Ｓｏｆｔｐｌｕｓ函数，从而降低计算量．然而，从另一个角度来分
析，如若经过训练后的刚度系数值无法简化为 ＲｅＬＵ或
Ｓｏｆｔｐｌｕｓ，则说明该训练数据集具有 ＲｅＬＵ或 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ在此
规模的网格下无法学习到的特征．换言之，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活
函数可以在同等网格规模下学习到更为丰富的特征，并将

该特征以可表征层间权重系数关系的刚度系数的形式储存

在激活函数中．
所以，对于某一未知数据集，可以优先采用ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ

激活函数对其进行神经网络拟合．如若训练结果倾向于
ＲｅＬＵ或者Ｓｏｆｔｐｌｕｓ，可以再转用或直接简化为后者；如若
训练结果无法简化，则 ＬｅａｆＳＰｒｉｎｇ激活函数或许表征了比
ＲｅＬＵ和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ更丰富的特征信息．

５　多数据集下不同激活函数拟合精度对比
尽管从函数特性和作用机理分析，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函

具有ＲｅＬＵ和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ等所不具备的特性，但是 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ
激活函数的神经网络拟合精度仍需要在不同的数据集下进

行测试．然而，目前可用于神经网络训练的数据集众多，
应用场景各异且神经网络结构对训练结果有较大的影响．
而ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数的优势在于其通用性，如若无法覆
盖绝大多数数据集类型，则较难说明其通用性．所以，本
文采用现有数据集及按照目标函数随机生成数据集的方

法，来构造不同的数据集，并通过 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ函数和 Ｒｅ
ＬＵ、Ｓｏｆｔｐｌｕｓ及Ｓｉｇｍｏｉｄ等常用激活函数进行对比，考量拟
合精度，从而分析ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数的通用性等特点．
５．１　数据集的选取及构建

对于任意映射关系，可以按照该映射关系的导数的性

质划分：将其导数存在且在定义域内为常数的映射关系定

义为线性函数，对其导数存在且定义域不为常数的映射关

系定义为非线性函数．如若导数不存在，则可以定义为分
段函数．因而，可以选取和构建４种映射关系的数据集来
分析各激活函数的拟合能力：线性映射、简单非线性映

射、复杂非线性映射及分段函数映射．
５．１．１　线性映射数据集的构建

首先，构建一个规模为１０００００×１００的由（０，１）区间
均匀分布随机数组成的数组 Ｘ，作为数据集的输入值．接
着将该数组的行向量按照规则：

Ｙ１＝Ｘ［：，：５０］＋Ｘ［：，５０：］
Ｙ＝Ｙ１［：，：２５］＋Ｙ１［：，２５：］

进行运算，从而得到维数为１０００００×２５的新数组，并定
义为Ｙ，作为数据输出值．其中，［：，：ａ］，表示选取该数
组的前ａ列，［：，ｂ：］，表示选取该数组的ｂ列［２０］．

由此，数组Ｘ经过两次线性叠加转化为了数组 Ｙ，因
而可以将此函数关系定义为

Ｙ＝ＤＤｕａｌ＿Ｌｉｎｅ（Ｘ）
ＤＤｕａｌ＿Ｌｉｎｅ函数由于仅包括线性元素间的线性叠加，因而可以
被用作构建线性函数映射的数据集．
５．１．２　简单非线性映射数据集的构建

与线性映射数据集相同，可以构建一个均匀分布随机

数生成的数组Ｘ作为输入，规模为１０００００×１００，而其输
出Ｙ的构建规则为

Ｙ１＝Ｘ［：，：５０］Ｘ［：，：５０］＋Ｘ［：，５０：］Ｘ［：，５０：］
Ｙ＝Ｙ［：，：２５］＋Ｙ［：，２５：］

其中，［·］［·］表示数组的对应元素相乘［２０］．
由此数组Ｘ经过一次乘方运算，两次线性叠加运算转

换为了规模为１０００００×２５的数组 Ｙ，这里可以将该函数
定义为

Ｙ＝ＤＤｕａｌ＿Ｓｑｕａｒｅ（Ｘ）
ＤＤｕａｌ＿Ｓｑｕａｒｅ函数包含简单的乘方运算及线性叠加运算，因而
可以构建出简单非线性数据集．
５．１．３　复杂非线性映射数据集的构建

与前两种数据集构建方法类似，以规模为１０００００×
１００的随机均匀分布数组Ｘ作为输入，输出数组Ｙ的构建
规则为

Ｙ０［：，：２０］＝ｓｉｎ（Ｘ［：，：２０］）
Ｙ０［：，２０：４０］＝ｃｏｓ（Ｘ［：，２０：４０］）
Ｙ０［：，４０：６０］＝３ｓｑｕａｒｅ（Ｘ［：，４０：６０］）
Ｙ０［：，６０：７５］＝３ｓｑｒｔ（Ｘ［：，６０：７５］）
Ｙ０［：，７５：９０］＝ｅｘｐ（Ｘ［：，７５：９０］）
Ｙ１＝Ｙ０［：，：５０］Ｙ０［：，５０：］
Ｙ＝（Ｙ１［：，：２５］＋Ｙ１［：，２５：］）／５

其中，ｓｉｎ，ｃｏｓ，ｓｑｕａｒｅ，ｓｑｒｔ及ｅｘｐ等函数分别表示对自变
量数组的每一个元素进行正弦函数、余弦函数、乘方、开

方及ｅ指数运算［２０］．
由此，数组Ｘ经过６次复杂非线性运算及１次线性叠

加运算，得到了规模为１０００００×２５的数组Ｙ，该函数定义为
Ｙ＝ＤＳｕｐｅｒ＿Ｕｎｌｉｎｅ（Ｘ）

ＤＳｕｐｅｒ＿Ｕｎｌｉｎｅ函数包含了复杂的非线性运算，因而可以用于构
建复杂非线性映射．
５．１．４　分段函数映射数据集的选取

对于分段函数映射数据集，可以选取具有实际应用背景

的，用于拟合归类关系的数据集．现有的开源数据集ＭＮＩＳＴ、
ＣＩＦＡＲ１０、ＣＩＦＡＲ１００等的数据集，为了便于对比分析，本
文所采用的分段函数映射数据集为ＭＮＩＳＴ和ＣＩＦＡＲ１０．
５．２　不同激活函数拟合精度对比

利用上述构建或选取的数据集，采用两层全连接层作

为隐藏层，全连接层分为稀疏（ｓｐａｒｓｅ）和致密（ｄｅｎｓｅ）两种
结构，以分析隐藏层节点数量对拟合精度的影响．隐藏层
的激活函数分别采用ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ、ＲｅＬＵ、Ｓｏｆｔｐｌｕｓ及Ｓｉｇｍｏｉｄ
四种．训练采用的损失函数为均方误差函数，权重系数和
刚度系数的初值采用均匀分布的随机数，权重系数和刚度

系数的更新采用误差反向传播方法．
前３个数据集规模一致，因而使用Ｘ和Ｙ的前９００００

行数据作为训练样本，后１００００行用作测试样本；而分段
函数映射数据集，则使用ＭＮＩＳＴ的开源数据集的训练数据
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集和测试数据集．对于前３个数据集，为了表征其拟合精
度，定义测试误差函数：

ｅｒｒｏｒ＝
∑
ｍ
∑
ｎ
ｔｍ，ｎ－ｙｍ，ｎ

ｍ×ｎ× ｔｍ，ｎ
其中，ｔ为测试数据集内的输出数据；ｙ为训练后的神经网
络的输出数据；ｍ和ｎ为测试数据集的行数和列数，当其
为下标时，整体表示对应行和列的元素．

通过使用训练数据集进行训练，并用测试数据集进行

测试，可以得到拟合精度结果．
５．２．１　线性映射数据集的拟合对比

对于线性映射数据集，分别令隐藏层节点数为

５０（ｓｐａｒｓｅ）和１００（ｄｅｎｓｅ），得到如图４所示的拟合结果．

图４　线性映射数据集拟合结果对比图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｃｏｍｐａｒｅｏｎｔｈｅｄｕａｌ＿ｌｉｎｅｄａｔａｂａｓｅ

　　由图４（ａ）可得，当隐藏层节点数较小时，相比于Ｓｉｇ
ｍｏｉｄ，ＲｅＬＵ、ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ及Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活函数都可以得到较
好的拟合结果，其中 ＲｅＬＵ激活函数的收敛速度最快，而
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活函数最终的拟合误差小于 ＲｅＬＵ

且后两者收敛速度相同．之所以 ＲｅＬＵ激活函数具有较高
的收敛速度，是因为其函数本身为分段线性的函数，当用

于拟合线性函数时，可以得到更好的效果．而最终 Ｌｅａｆ
Ｓｐｒｉｎｇ及Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活函数在精度上的提高，是因为二者
在网格规模有限的情况下可以拟合出更为复杂的函数．

由图４（ｂ）可得，当隐藏层节点数较大时，４种激活函
数均能得到较好的拟合结果．但是从收敛速度分析，ＲｅＬＵ
大于 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ和 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ且远大于 Ｓｉｇｍｏｉｄ．这主要是因
为在网格规模足够的情况下，神经网络可以通过权重系数

学习到足够多的信息，而激活函数对于提高精度的作用不

再显著．但是对于收敛速度，线性程度越高的函数，其收
敛速度越快．

综合分析图４（ａ）和图（ｂ），ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数在线
性映射数据集上的作用与 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ类似且在收敛速度可以
接受的情况下，可得到较高的拟合精度．
５．２．２　简单非线性映射数据集的拟合对比

对于简单非线性映射数据集，分别令隐藏层节点数为

５０（ｓｐａｒｓｅ）和１００（ｄｅｎｓｅ），可以得到如图５所示的拟合结果．

图５　简单非线性映射数据集拟合结果对比图
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅｓｉｍｐｌｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｍａｐｐｉｎｇｄａｔａｂａｓｅ
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　　由图５（ａ）可得，相比于ＲｅＬＵ，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ、Ｓｏｆｔｐｌｕｓ及
Ｓｉｇｍｏｉｄ都可以得到较好的拟合精度，而且 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ和
Ｓｏｆｔｐｌｕｓ的拟合精度最高．从收敛速度看，尽管 ＲｅＬＵ激活
函数收敛速度最快，但是最终收敛值误差较大，而 Ｌｅａｆ
Ｓｐｒｉｎｇ激活函数和 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活函数兼顾了收敛速度和精
度．之所以会出现这样的结果，是因为Ｓｏｆｔｐｌｕｓ及ＬｅａｆＳｐｒｉ
ｎｇ激活函数本身均为非线性的光滑曲线，当其用于拟合简
单的具有单一光滑曲线类型的函数时，可以在小网格规模

下拟合出目标函数．类似地，Ｓｉｇｍｏｉｄ函数尽管也可以拟合
出目标函数，但是由于其本身具有极强的非线性，所以很

难快速训练成目标函数．而 ＲｅＬＵ激活函数，由于其本身
为分段线性函数，小网格规模较小的情况下，很难将复杂

的光滑曲线信息学习到有限的权重系数内．
由图５（ｂ）可得，随着网格规模的提高，４种激活函数

都可以以较快的速度收敛到较小的误差且精度不相上下．
这主要是因为网格规模的增加使得激活函数的作用减弱，

从而４种激活函数都可以得到较好的结果．反观细节，Ｒｅ
ＬＵ激活函数的拟合精度略低于 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ和 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活
函数，这也能一定程度上说明 ＲｅＬＵ在此类型的数据集上
应用受到了限制．

综合分析图 ５（ａ）和图 ５（ｂ），与线性数据集类似，
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数在简单非线性映射数据集上的作用与
Ｓｏｆｔｐｌｕｓ相同且可以在网格规模有限的情况下得到较好的
拟合精度．
５．２．３　复杂非线性映射数据集的拟合对比

对于复杂非线性映射数据集，分别令隐藏层节点数为

１００（ｓｐａｒｓｅ）和２００（ｄｅｎｓｅ），可以得到如图６所示的拟合
和训练结果．

由图６（ａ）和图６（ｂ）可得，无论是训练数据集还是测
试数据集，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数比其余３种激活函数收敛
速度都快，拟合精度都高．这主要是因为在复杂的非线性
映射中，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数可以通过训练刚度系数 ｋ，在
不同的节点自适应地学习不同光滑程度的信息．而ＲｅＬＵ、
Ｓｏｆｔｐｌｕｓ及Ｓｉｇｍｏｉｄ，由于其不能主动调节相邻层之间的权
重系数关系，很难在网格规模有限的情况下拟合出复杂的

分线性映射．
由图６（ｃ）可得，当网格规模增大，ＲｅＬＵ和ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ

激活函数都可以得到较好的拟合精度和收敛速度．这主要
是因为当网格规模足够大时，ＲｅＬＵ可以用线性函数拟
合出任意非线性函数，从而达到了与 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ相当的
精度．

综合分析图６（ａ）～图６（ｃ），ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数可以
在小网格规模下以较高速度和精度拟合复杂非线性函数且

优于其余３种激活函数．
５．２．４　分段函数映射数据集的选取的拟合对比

对于分段函数映射数据集ＭＩＮＳＴ，分别令隐藏层节点
数为２０（ｓｐａｒｓｅ）和５０（ｄｅｎｓｅ），可以得到如图７所示的拟
合结果．

图６　复杂非线性映射数据集拟合结果对比
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｘｎｏｎｌｉｎｅａｒｍａｐｐｉｎｇｄａｔａｂａｓｅ
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图７　ＭＮＩＳＴ数据集拟合结果对比
Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅＭＮＩＳＴｄａｔａｂａｓｅ

图８　ＩＦＡＲ１０数据集拟合结果对比
Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｎｔｈｅＣＩＦＡＲ１０ｄａｔａｂａｓｅ

　　由图７可得，无论是在网格稀疏还是稠密的状态下，
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ和ＲｅＬＵ激活函数在收敛速度和精度上均优于
其余２种激活函数，而且在网格数量更大的情况下，Ｌｅａｆ
Ｓｐｒｉｎｇ激活函数可以得到略高于 ＲｅＬＵ的拟合精度结果．
该结果表明，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数在拟合ＭＮＩＳＴ数据集时，
同样有较好的表现，并且在网格数量丰富的情况下，可以

学习到更高丰富的信息．
同样，对于分段函数映射数据集ＣＩＦＡＲ１０，由于数据

集维数较高，分别令隐藏层节点数为 ５０（ｐａｒｓｅ）和 ２００
（ｄｅｎｓｅ），并以数据集中的后１０％作为测试样本，可以得
到如图８所示的拟合结果．

由图８可得，无论是在网格稀疏还是稠密的状态下，
ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ、ＲｅＬＵ和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活函数在收敛速度和精度上
均优于Ｓｉｇｍｏｉｄ．而且在网格数量较小的情况下，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ
激活函数可以得到略高于 ＲｅＬＵ和 Ｓｏｆｔｐｌｕｓ的拟合精度结
果．该结果表明，当 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数拟合 ＣＩＦＡＲ１０
时，同样有较好的表现，并且在网格数量有限的情况下，

可以得到更高的拟合精度．
综合ＣＩＦＡＲ１０和 ＭＩＮＳＴ两个数据集上的表现，Ｌｅａｆ

Ｓｐｒｉｎｇ激活函数能够在拟合分段函数时，以较快的拟合速
度，得到更好的拟合效果．

综合分析多数据集下不同激活函数的拟合精度，Ｌｅａｆ
Ｓｐｒｉｎｇ在所有的数据集下均表现出了优异的拟合能力．无
论是在拟合速度还是最终拟合精度上，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函
数均可以以较小的网格规模得到较好的拟合结果．而且在
复杂的非线性数据集下，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数的拟合精度
和收敛速度均优于其余３种激活函数．所以，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激
活函数的通用性更强，更适于在未知数据集上优先尝试使用．

６　结论
本文从ＲｅＬＵ激活函数出发，借鉴Ｓｏｆｔｐｌｕｓ与ＲｅＬＵ的

关系，构建了ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数，并引入刚度系数的概
念．通过分析其函数特性，发现该函数关于原点对称，可
以返回负值，并且可以扩大导数的变化率范围，从而缓解
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梯度消失等问题，进而通用性更强．通过分析其作用机
理，发现该函数可以在保证相邻两层权重系数乘积不变的

情况下，调节权重系数的大小起到权重系数修正的作用．
此外，为了简化计算，本文分析了 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数和
ＲｅＬＵ和Ｓｏｆｔｐｌｕｓ激活函数的转化关系，并给出简化方法．
最后，通过将ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ、ＲｅＬＵ、Ｓｏｆｔｐｌｕｓ及Ｓｉｇｍｏｉｄ等激活
函数在线性、简单非线性、复杂非线性及分段函数数据集

上进行拟合训练，得到了不同激活函数在多种数据集上的

拟合误差或精度结果．结果表明，ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数在多

种数据集下收敛速度和精度均较好，且通用性更强，并发

现其在小网格规模下可以更好地拟合出复杂非线性函数．
诚然，本文所对比的激活函数类型及数据集种类较

少，尚不能绝对证明 ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ激活函数对于所有类型的
数据集，在所有结构的神经网络算法中都可以取得较好效

果．此外，本文仅讨论了激活函数本身对拟合速度和精度
的影响，未涉及神经网络结构、算法优化对结果的影响．
未来，会对ＬｅａｆＳｐｒｉｎｇ进行更加深入的研究，以进一步解
决上述问题．
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