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摘要
针对机械臂末端力估计存在模型误差及系统扰动等问题，提出了一

种基于时延估计的扰动卡尔曼滤波器外力估计法。在不使用额外力传感

器的情况下，通过电机驱动电流的测量，采用时间延时估计法设计出不

需要精确动力学模型的估计器。将外力作为状态变量，对系统的不确定

性和扰动进行观测，考虑机械臂动力学和扰动动力学，设计出扰动卡尔

曼滤波器来估计末端所受外力。使用 Ｍａｔｌａｂ仿真软件验证了该方法的
有效性，结果表明所提估计方法对具有测量噪声、模型误差及不确定性

扰动的系统具有很好的鲁棒性。
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０　引言

随着机械臂技术的飞速发展，机械臂已经在工

业、服务业等诸多领域得到应用。机械臂在完成擦

拭、去毛刺等任务时，不仅需要位置控制，还需要

力控制，从而更好地与环境进行交互。如何获取机

械臂的外力信息是力控制研究的关键。

通常，力传感器用于获取机械臂末端执行器上

的外力信息。然而，使用力传感器不仅过于昂贵，

还使得系统设计过于复杂。在高温、高压和潮湿环



境下，力传感器的使用会严重影响系统的控制精度

和鲁棒性。针对上述问题，如何不通过力传感器来

获取外力信息已经成为了当今研究的热点［１－２］。

目前，学术界已经提出了许多外力估计方法。

文［３］提出了一种基于扰动观测器的力估计方法，
文［４］提出了一种基于滑模扰动观测器的外力估计
方法。文［５］提出了基于非线性扰动观测器估计外
力的方法，但对测量噪声和模型误差等不确定性因

素比较敏感，无法提供准确的估计结果。文［６］提
出了一种非线性干扰观测器来估计关节摩擦力和连

杆力，而无需测量关节加速度。文［７］提出了依靠
电机信号，将电机模型简化结合机械臂的动力学模

型提出外力估计的方法，进而实现主动柔顺的控制

需求。文［８］提出采用电机信号（电流、关节角度
和关节速度），基于卡尔曼滤波来估计外力和力矩

的方法。该方法依赖于串联机械臂的动态模型，只

能以离线方式进行状态估计。

由于机械臂的特殊驱动方式，动力学建模和求

解非常困难。为了克服这一限制，文［９］开发了不
需要精确动力学模型的机械臂估计器。采用同时输

入和状态估计方法，不仅可以抑制机械臂动力学的

非线性不确定性，还可以抑制测量噪声。文［１０］提
出了一种基于时间延迟估计（ｔｉｍｅｄｅｌａｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，
ＴＤＥ）的方法来获取不精确动力学模型，该方法假
设非线性动态是连续的或分段连续的且时间延迟足

够小，在较小的采样时间内系统动力学不发生变

化，关节扭矩传感器测量的信息可用于提取系统的

外力。对于外力输入未知的非线性随机系统，文

［１１］提出了一种克服机械臂非线性不确定性的方
法。文［１２］比较了广义动量观测器、扩展状态观测
器、改进扩展状态观测器和闭环扰动观测器的实验

结果。实验结果表明，改进的扩展状态观测器在接

触力估计中具有最好的估计性能。文［１３］利用对
电机电流的测量，提出了一种基于非线性最小二乘

回归的参数辨识方法来辨识电机参数和摩擦转矩模

型以提高力估计的精度。

综合考虑上述问题，针对机械臂存在的模型误

差、测量噪声以及系统扰动等因素影响，本文将时

间延迟估计与扰动卡尔曼滤波器（ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅＫａｌ
ｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＤＫＦ）相结合，提出了一个基于时延估计
的扰动卡尔曼滤波器。采用时间延时估计来简化机

械臂动力学模型，设计出不需要精确动力学模型的

估计器。同时，利用扰动卡尔曼滤波器对系统的不

确定和系统扰动进行观测，将外力视为机械臂的未

知输入作为系统状态变量，将扰动动力学模型加入

到时变离散线性系统中。实验对象为四自由度机械

臂。通过仿真验证了该方法的有效性和可行性。

１　机械臂动力学模型

１．１　关节驱动力矩
机械臂在工作空间内的运动是依靠关节驱动力

矩和电机转子转角来确定的［１４］，机械臂的关节驱

动力矩是驱动电机的负载转矩通过减速机作用在驱

动连杆上。

图１描绘了通过齿轮驱动器驱动单个连杆的直
流电机的示意图，其中 ｖａ（ｔ）为施加电压（Ｖ），Ｋａ
是电压增益常数，ｉｓ（ｔ）为瞬时电枢电流（Ａ）；Ｌａ电
枢感应强度（Ｈ）；Ｊｍ为转动惯性（ｋｇ·ｍ

２）；Ｒａ为电
枢电阻（Ω）；Ｂｍ为黏滞摩擦系数（Ｎ·ｍ／（ｒａｄ／ｓ））；
Ｋｇ为齿轮传动比；η为电机的传动效率；θｍ为电机
轴位置（ｒａｄ）；θ＝θｍ／Ｋｇ，为关节角位置（ｒａｄ）；Ｋｉ
为电机转矩常数（Ｎ·ｍ／Ａ）。单连杆电机的动力学

方程为 Ｋａｖａ－Ｋｇτｍ＝Ｂｍθ
·

＋Ｊｍθ̈，τｍ是电机在关节
处施加的力矩矢量。

图１　电机驱动单连杆结构图
Ｆｉｇ．１　Ｍｏｔｏｒｄｒｉｖｅｓｉｎｇｌｅｌｉｎｋｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍ

在ｎ自由度机械臂的结构中，第 ｉ个关节处的
驱动力矩τｍ，ｉ可表示为

τｍ，ｉ＝Ｋｇη（Ｋｉｉｓ－Ｂｍθ
·

－Ｊｍθ̈）　 （１）
１．２　摩擦扭矩模型

机械臂系统的摩擦模型有很多种，本机械臂考

虑了库仑摩擦和黏滞摩擦。

库仑摩擦［１５］是指静摩擦力与负载力成正比，

与速度的符号相反，与接触面积无关。库仑摩擦力

矩τｃｏｕ可以表达为
τｃｏｕ，ｉ（ｑｉ）＝ξｉσｉＦＮ，ｉｓｇｎｑｉ　　

＝Ｃｃ，ｉｓｇｎｑｉ

＝

－Ｃｃ，ｉ，　ｑｉ＜０

０， ｑｉ＝０

Ｃｃ，ｉ， ｑｉ
{

＞０

（２）

其中，ｉ＝１，２，…，Ｎ，σｉＦＮ，ｉ为第ｉ个关节的摩擦系
数和载荷力，ξｉ是第ｉ个关节的库仑摩擦力与扭矩的
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转换系数，Ｃｃ，ｉ＝ξｉσｉＦＮ，ｉ为库仑摩擦力矩系数。
为了避免因零速度的频繁检测而引起的仿真问

题，可以在 ｑｉ附近设置 ｑｉ＝０的死区，即｜ｑｉ｜≤δ。
黏性摩擦与相对旋转速度有关。黏性摩擦力矩

系数为Ｃｖ，τｖｉｓ＝Ｃｖｑ是黏性摩擦力矩。
综上关节ｉ摩擦力矩矢量τｆ，ｉ可以表示为

τｆ，ｉ＝τｃｏｕ，ｉ＋τｖｉｓ，ｉ　 （３）
１．３　完整机械臂动力学

机械臂的动力学模型方程可由牛顿－欧拉方程
计算得：

τｍ＝Ｍ（ｑ）̈ｑ＋Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）＋τｄ－Ｊ
Ｔ（ｑ）Ｆｅｘｔ（４）

式中，（ｑ，ｑ，ｑ̈）分别代表关节角、关节速度和关节
加速度；Ｍ（ｑ）是机械臂的正定惯性矩阵；Ｇ（ｑ）是
重力矢量；τｄ表示所有其他未建模力矩，包括摩擦
力、非线性不确定性导致的未知扰动力矩等；Ｃ（ｑ，
ｑ）ｑ为哥氏力矢量和离心力矩；Ｊ（ｑ）是机械臂的雅
可比矩阵；Ｆｅｘｔ是作用在机械臂末端执行器上的外
力矢量，这里用基础坐标系表示，其中包括接触力

Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ和接触力矩 ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ，定义为 Ｆｅｘｔ＝
［Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ，ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ］

Ｔ。

根据式（１）～式（３），可得到完整的机械臂动
力学模型方程：

τｍ＝Ｍ（ｑ）̈ｑ＋Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）＋　
τｆ＋τｄ－Ｊ

Ｔ（ｑ）Ｆｅｘｔ （５）

２　外力估计方法

２．１　基于时延估计的动力学模型
在实际应用中会受到外界时变因素干扰，准确

地获取动力学扰动模型参数是比较困难的［１６］。只

有在对机械臂模型进行估计后才能进行控制器设

计［１７］。因此，有必要研究非线性不确定系统的估

计技术。本文采用时间延迟估计方法来估计机械臂

动力学模型，利用系统变量的时间延迟信号来估计

当前系统的模型参数。方法的推导过程说明如下：

为简便起见，令Ｈ（ｑ，ｑ，̈ｑ）＝Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ），
τｅｘｔ＝Ｊ

Ｔ（ｑ）Ｆｅｘｔ，将式（５）改写为
τｅｘｔ＝Ｍ（ｑ）̈ｑ＋Ｈ（ｑ，ｑ，̈ｑ）＋τｄ＋τｆ－τｍ　（６）
令 珚Ｈ＝（Ｍ（ｑ）－珡Ｍ）̈ｑ＋Ｈ（ｑ，ｑ，ｑ̈），机械臂的

动态方程式（６）可以表示为
τｅｘｔ＝珡Ｍｑ̈＋珚Ｈ＋τｄ＋τｆ－τｍ　 （７）

常数矩阵 珡Ｍ是对 Ｍ的估计。将方程（７）改写
为时变方程式：

τｅｘｔ（ｔ）＝珡Ｍｑ̈（ｔ）＋珚Ｈ（ｔ）＋τｄ（ｔ）＋τｆ（ｔ）－τｍ（ｔ）（８）
引入ｔｓ作为系统的时间延迟，τｅｘｔ前一时刻

ｔ－ｔｓ的值为
τｅｘｔ（ｔ－ｔｓ）＝珡Ｍｑ̈（ｔ－ｔｓ）＋珚Ｈ（ｔ－ｔｓ）＋τｄ（ｔ－ｔｓ）＋　

τｆ（ｔ－ｔｓ）－τｍ（ｔ－ｔｓ） （９）
式（８）和式（９）相减得：
τｅｘｔ（ｔ）＝τｅｘｔ（ｔ－ｔｓ）＋珡Ｍ（̈ｑ（ｔ）－̈ｑ（ｔ－ｔｓ））＋

珚Ｈ（ｔ）－珚Ｈ（ｔ－ｔｓ）＋τｄ（ｔ）－τｄ（ｔ－ｔｓ）＋
τｆ（ｔ）－τｆ（ｔ－ｔｓ）－（τｍ（ｔ）－τｍ（ｔ－ｔｓ））（１０）

令ω（ｔ）＝τｄ（ｔ）－τｄ（ｔ－ｔｓ）＋τｆ（ｔ）－τｆ（ｔ－ｔｓ）
为由扰动转矩、非线性不确定性等因素引起的系统

噪声。

式（１０）可以用式（１１）代替：
τｅｘｔ（ｔ）＝τｅｘｔ（ｔ－ｔｓ）＋珡Ｍｄ（ｔ）＋珚Ｈ（ｔ）－　

珚Ｈ（ｔ－ｔｓ）＋ω（ｔ） （１１）
式中，ｄ（ｔ）＝̈ｑ（ｔ）－̈ｑ（ｔ－ｔｓ）－珡Ｍ

－１（τｍ（ｔ）－τｍ（ｔ－
ｔｓ））表示为式（１１）未知输入的函数，在这里，外力
被认为是影响机械臂运动性能的未知输入。

令Ｍ ＝［珡Ｍ，Ｉ］，ｕ（ｔ）＝［ｄ（ｔ），珚Ｈ（ｔ）－珚Ｈ（ｔ－
ｔｓ）］

Ｔ，简化式（１１）得到：

τｅｘｔ（ｔ）＝τｅｘｔ（ｔ－ｔｓ）＋Ｍｕ（ｔ）＋ω（ｔ）　 （１２）
由于机械臂是由一个数字处理器控制的，如果控

制器的采样时间为ｔｓ，那么动态方程式（１１）可变为

τｋ＝τｋ－１＋Ｍｕｋ＋ωｋ　 （１３）
引入ｙｋ为ｋ时刻关节系统观测模型信号：

ｙｋ＝τｋ＋ｖｋ　 （１４）
其中，ｖｋ是观测噪声符合高斯分布。

式（１３）和式（１４）联立得线性系统：
τｋ＝τｋ－１＋Ｍｕｋ＋ωｋ
ｙｋ＝τｋ＋ｖ{

ｋ

　 （１５）

在观测器的设计中，将不精确机械臂的动力学

模型和扰动的动力学模型结合成一个复合系统模

型。然后，基于复合系统模型，设计了一个考虑不

确定性模型误差和测量噪声的基于时延估计扰动卡

尔曼滤波器。

２．２　扰动卡尔曼滤波器　
为了估计施加在机械臂末端执行器上的外力。

将外力作为状态变量，对系统的不确定性和扰动进

行观测，与卡尔曼滤波一样，可以实现准确的估

计，对不确定性系统的具有很好的鲁棒性。

基于２．１节推导的时延估计动力学模型，将其
离散化引入时变离散时间线性系统，将扰动观测器

理论应用到离散时间线性系统中：

ｘｋ＋１＝Ａｘｋ＋Ｂｕｋ＋ｗｋ
ｙｋ＝Ｃｘｋ＋ｖ{

ｋ

（１６）
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式中，ｘｋ为 ｋ时刻与关节力矩相关的系统状态变
量，ｕｋ为ｋ时刻系统的输入，ｙｋ为系统 ｋ时刻的观
测量，其中包含电机传感器相关信息；Ａ＝Ｉ，Ｂ＝
［珡Ｍ Ｉ］，Ｃ＝Ｉ为系统矩阵，ｗｋ和ｖｋ分别为外界干
扰引起的过程噪声和测量噪声，均是不相关零均值

的高斯分布。

定义时间ｋ的误差协方差矩阵Ｐｋ：根据确定性
线性系统的观测器理论［１８］，设计状态估计器，可以

对新估计值写一个更新方程，从而将旧估计值与测

量数据结合起来：

ｘ^ｋ＝珘ｘｋ＋Ｋｋ（ｙ－ｈ（ｘｋ）珘ｘｋ）　 （１７）
其中，珘ｘｋ被称为先验估计，ｘ^ｋ被称为后验估计，Ｋｋ
被称为卡尔曼增益，ｈ（·）被称为测量预测函数。先
验估计通过使用前一时间步长和当前输入的状态估

计来预测当前状态。

卡尔曼滤波器中的状态测量和方程是线性化的

状态估计，过滤的两个主要步骤是：预测和更新。对

于预测，状态转移矩阵Ａｋ－１被计算为状态函数矩阵，
在之前的状态估计下取值。观测矩阵 Ｈ作为函数
ｈ（·）关于状态向量ｘｋ的矩阵计算。下标ｋ｜ｋ－１是
时间ｋ的计算，给定时间ｋ－１的其他值ｋ－１｜ｋ－１
也是如此。基于扰动的卡尔曼滤波算法如图２所示。

图２　扰动卡尔曼滤波器算法流程图
Ｆｉｇ．２　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｐｅｒｔｕｒｂｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ

要实现此方法，首先需要对其进行初始化。假

设机械臂处于静止状态，没有外力，取 Ｐ^０＝Ｉ，ｘ^０＝
０。将矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ参数化后，每一时刻执行以下
步骤。

１）状态预测：状态预测矩阵和协方差矩阵通
过上一时刻步长计算：

ｘ^ｋ｜ｋ－１＝Ａｋｘ^ｋ－１｜ｋ－１＋Ｂｋｕｋ
Ｐｋ｜ｋ－１＝Ａｋ－１Ｐｋ－１｜ｋ－１Ａ

Ｔ
ｋ－１＋Ｗｋ－１

Ｗｋ＝ＭｋＷｋ－１＋ｅｋ
{

－１

　 （１８）

式中，Ｗｋ为与过程噪声相关的系统矩阵，Ｍｋ为马
尔可夫随机场，ｅｋ为高斯分布噪声矩阵。

２）增益调节：对预测误差的协方差矩阵进行
修正：

Σｋ｜ｋ－１＝Ｓ（Ｐｋ｜ｋ－１）　 （１９）
其中，Ｓ为增益调度算子。
３）测量创新：从测量值及其协方差矩阵得到

创新点：

Ｙ^ｋ＝Ｙｋ－Ｈｋ－１ｘ^ｋ｜ｋ－１
珘Ｐｋ＝Ｈｋ－１Σｋ｜ｋ－１Ｈ

Ｔ
ｋ－１＋Ｖ{

ｋ

　 （２０）

４）估计更新：利用协方差矩阵进行滤波增益
及状态估计：

Ｋｋ＝Σｋ｜ｋ－１Ｈ
Ｔ
ｋ珘Ｐ

－１

ｘ^ｋ｜ｋ＝ｘ^ｋ｜ｋ－１＋ＫｋＹ^ｋ
Ｐｋ｜ｋ＝（Σ

－１
ｋ｜ｋ－１＋Ｈ

Ｔ
ｋＶｋＨｋ）

{ －１

　 （２１）

５）估计外力Ｆｅｘｔ：
Ｆｅｘｔ，ｋ＝（Ｊ

Ｔ）－１ｘｋ　 （２２）
重复以上步骤即可通过式（２２）计算出估计的

外部接触力Ｆｅｘｔ。
２．３　稳定性分析

基于扰动输入和状态估计设计的扰动卡尔曼滤

波外力估计器，其过程噪声的协方差矩阵Ｑ和测量
噪声的协方差矩阵Ｒ共同决定了该方法的稳定性。
本文将使用这些值来调整观测器的准确度和响

应［１９］，但还需要对估计量进行收敛稳定性分析。

具体证明如下：

构建扰动的系统状态模型为

ｘｋ＝ａｋｘｋ＋ｂｋｕ＋ｄｋ
ｙｋ＝ｃｘｋ＋{ ｖ

　 （２３）

其中，ａｋ和ｂｋ假定为系统参数，扰动项 ｄｋ＝（ａ－
ａｋ）ｘｋ＋（ｂ－ｂｋ）ｕ＋ｗ用于补偿外部扰动和模型的
不确定性。

现在构造一个扩展的状态向量 ｚｋ＝［ｘｋ ｄｋ］
Ｔ，

并假设扰动项为０，即：
ｘｋ

ｄ·[ ]
ｋ

＝
ａｋ １[ ]０ ０

ｘｋ
ｄ[ ]
ｋ

＋
ｂｋ[ ]０ｕ＋

０[ ]σ　 （２４）

其中，σ为与干扰过程相关的白噪声。式（２４）可以
用附加的状态向量ｚｋ表示：

ｚｋ＝Ｆｋｚｋ＋Ｂｋｕ＋ｗｋ
ｙｋ＝［ｃ ０］ｚｋ＋{ ｖ

　 （２５）

现在把干扰项ｄｋ加到原系统状态ｘ上，设ｚｋ＝
［ｘ ｄｋ］Ｔ。原系统方程可以用附加的状态向量ｚ表
示为

ｘ

ｄ·[ ]
ｋ

＝
ａ ０[ ]０ ０

ｘ
ｄ[ ]
ｋ
＋
ｂ[ ]０ｕ＋ ｗ[ ]σ　 （２６）
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可得：

ｚ＝Ｆｚ＋Ｂｕ＋ｗ
ｙ＝ ｃ[ ]０ｚ＋{ ｖ

　 （２７）

尽管扰动项未知，假设过程噪声ｗｋ和测量噪声
ｖ具有一定的随机性质，但可以在反馈环路中实现卡
尔曼滤波器的最优估计，从噪声测量值中估计系统

状态和扰动项。估计器的动力学模型可以写成：

ｚ^
·

＝Ｆｋｚ^＋Ｂｋｕ＋Ｋ（ｙ－ｙ^）　 （２８）
其中，Ｋ为卡尔曼增益，ｙ^＝ｃｘ^为估计输出。

设Ｈ＝［ｃ ０］，则ｙ＝Ｈｚ＋ｖ，ｙ^＝Ｈｚ^
·

，估计量

可以写为 ｚ^
·

＝Ｆｋｚ^＋Ｂｋｕ＋ＫＨ（ｚ－ｚ^）＋ｖ。
控制目标是获得被控对象的渐近稳定性，实现

这种形式的控制律为

ｕ＝－ｋｋ －
１
ｂ[ ]
ｋ

ｘ^

ｄ^[ ]
ｋ

＝Ｓｚ^　 （２９）

其中，ｋｋ为反馈增益保证系统渐近稳定，１／ｂｋ保证
完全消除干扰项并补偿外部干扰和模型不确定性。

将控制律代入被控对象的动力学中，可得：

ｚ＝Ｆｚ＋ＢＳｚ^＋ｗ

ｚ^
·

＝Ｆｋｚ^＋ＢｋＳｚ^＋ＫＨ（ｚ－ｚ^）＋{ ｖ
　 （３０）

定义误差动力学为 ｚ^
·

＝ｚ－ｚ^
·

可得：

ｚ^
·

＝Ｆｚ＋ＢＳｚ^＋ｗ－Ｆｋｚ^－ＢｋＳｚ^－ＫＨ（ｚ－ｚ^）－ｖ　
＝（Ｆ－Ｆｋ）ｚ＋Ｆｋ（ｚ－ｚ^）＋（Ｂ－Ｂｋ）Ｓｚ^－
ＫＨ（ｚ－ｚ^）＋ｗ－ｖ
＝ΔＦｚ＋Ｆｋｚ^＋ΔＢＳｚ^－ＫＨ珓ｚ＋ｗ－ｖ （３１）
两个零均值噪声项 ｗ和 ｖ可以合并为一个项

ｖ，将卡尔曼增益 Ｋ＝ＰＨＴＲ－１代入后，误差动力学
可重写为

　 ｚ^
·

＝（Ｆｋ－ＰＨ
ＴＲ－１Ｈ）珓ｚ＋ΔＦｚ＋ΔＢＳｚ^＋ｖ （３２）

其中，Ｐ为卡尔曼滤波器的误差协方差矩阵：
Ｐ（ｔ）＝ＦｋＰ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）Ｆ

Ｔ
ｋ－　　　

Ｐ（ｔ）ＨＴＲ－１ＨＰ（ｔ）＋Ｑ （３３）
其中，是测量噪声协方差，Ｑ是过程噪声协方差。
由于ＰｋＰ

－１
ｋ ＝Ｉ，ＰｋＰ

－１
ｋ 的时间导数为０，即：

ｄ
ｄｔ（ＰｋＰ

－１
ｋ ）＝ＰｋＰ

－１
ｋ ＋ＰｋＰ

－１
ｋ ＝０　 （３４）

解得：

Ｐ－１ｋ ＝－Ｐ－１ｋ ＰｋＰ
－１
ｋ

＝－Ｐ－１ｋ Ｆｋ－Ｆ
Ｔ
ｋＰ

－１
ｋ ＋Ｈ

ＴＲ－１Ｈ－Ｐ－１ｋ ＱＰ
－１
ｋ （３５）

现构建李雅普诺夫函数：

Ｖ（珓ｚｋ）＝珓ｚ
Ｔ
ｋＰ

－１
ｋ 珓ｚｋ　 （３６）

想要保证所设计方案的渐近稳定性，首先就要满足

珓ｚ渐近收敛于０，即构造的李雅普诺夫函数Ｖ（珓ｚｋ）是
一个递减函数，珓ｚ在存在确定参数和外部扰动的情
况下可以渐近收敛到０。其证明过程如下：

收敛分析需要进行近似计算：

ｅｋ＋１≈Ｈｋ＋１珓ｚｋ＋１｜ｋ
珓ｚｋ＋１｜ｋ≈Ｆｋ珓ｚ{

ｋ

引入对应的状态误差分量矩阵：

Ｈｉｋ＋１珓ｚｋ＋１｜ｋ＝αｉｋ＋１
ｅｉｋ＋１珓ｚｊｋ＋１｜ｋ＝βｊｋＦｊｋ珓ｚ{

ｋ

通过近似计算及前文更新估计算法可以得出：

珓ｚｋ＋１＝珓ｚｋ＋１｜ｋ－Ｐｋ＋１｜ｋＨｋ＋１（Ｈｋ＋１Ｐｋ＋１｜ｋ·

ＨＴｋ＋１＋Ｒｋ＋１）
－１ｅｋ＋１

Ｐ－１ｋ＋１＝Ｐ
－１
ｋ＋１｜ｋ＋Ｈ

Ｔ
ｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１Ｈｋ

{
＋１

　（３７）

将式（３７）代入（３６）可得：
Ｖ（珓ｚｋ＋１）＝珓ｚ

Ｔ
ｋ＋１Ｐ

－１
ｋ 珓ｚｋ＋１

＝Ｖｋ＋１｜ｋ＋珘ｘ
Ｔ
ｋ＋１｜ｋＨ

Ｔ
ｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１Ｈｋ＋１珘ｘｋ＋１｜ｋ－

珘ｘＴｋ＋１｜ｋＨ
Ｔ
ｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１ｅｋ＋１＋ｅ

Ｔ
ｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１Ｈｋ＋１珘ｘｋ＋１｜ｋ＋

ｅＴｋ＋１Ｒ
－１
ｋ＋１Ｈｋ＋１Ｐｋ＋１Ｈ

Ｔ
ｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１ｅｋ＋１ （３８）

由假设近似条件式（３８）可重写为
Ｖｋ＋１＝Ｖｋ＋１／ｋ＋ｅ

Ｔ
ｋ＋１（αｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１αｋ＋１－αｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１－

Ｒ－１ｋ＋１αｋ＋１＋Ｒ
－１
ｋ＋１Ｈｋ＋１Ｐｋ＋１Ｈ

Ｔ
ｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１）ｅｋ＋１（３９）

若要使Ｖ（珓ｚｋ）是一个递减函数，即
Ｖｋ＋１－Ｖｋ＝ｅ

Ｔ
ｋ＋１（αｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１αｋ＋１－αｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１－

Ｒ－１ｋ＋１αｋ＋１＋Ｒ
－１
ｋ＋１Ｈｋ＋１Ｐｋ＋１Ｈ

Ｔ
ｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１）·

ｅｋ＋１＋珘ｘ
Ｔ
ｋ（Ｆ

Ｔ
ｋβｋ（ＦｋＰｋＦ

Ｔ
ｋ）

－１βｋＦｋ－Ｐ
－１
ｋ ）珘ｘｋ

≤０ （４０）
则只需满足不等式（４１），便可证明其为递减函数。

　

　αｋ＋１Ｒ
－１
ｋ＋１αｋ＋１－αｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１－Ｒ

－１
ｋ＋１αｋ＋１＋

　Ｒ－１ｋ＋１Ｈｋ＋１Ｐｋ＋１Ｈ
Ｔ
ｋ＋１Ｒ

－１
ｋ＋１

≤０
ＦＴｋβｋ（ＦｋＰｋＦ

Ｔ
ｋ）

－１βｋＦｋ－Ｐ
－１
ｋ ≤










０

（４１）

假设系统是可观测的，式（２７）可重新构造为
Ｙｋ＝Ｏ

Ｔ
ｋ（ｋ－Ｎ，ｋ）ｚｋ　 （４２）

由于Ｆｋ是有界非奇异矩阵，由此存在正实数 η１和
η２，使得对于所有ｋ≥Ｎ，有Ｇｒａｍｉａｎ矩阵不等式：

η１ＩＮ≤Ｌｋ－Ｎ（Ｏ，Ｒ）≤η２ＩＮ　 （４３）
其中，Ｌｋ－Ｎ（Ｏ，Ｒ）＝Ｏ

Ｔ
ｋ（ｋ－Ｎ，ｋ）Ｒｋ（ｋ－Ｎ，ｋ）Ｏｋ·

（ｋ－Ｎ，ｋ）。
通过上述分析系统是可重构的，可推出：

ｌｉｍ
ｋ→∞
λｍｉｎ（Ｐ

－１
ｋ ）＝∞　　　 （４４）

ｓｕｐｌｉｍ
ｋ→∞

λｍａｘ（Ｐ
－１
ｋ ）

λｍｉｎ（Ｐ
－１
ｋ ）
＜∞ （４５）
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由式（３７）和Ｆｋ为有界非奇异矩阵归纳可以得出：
Ｐ－１ｋ＋１＝Ｌｋ＋１（Ｏ，Ｒ）＋ψ（０，ｋ）　 （４６）

其中，

ψ（０，ｋ）＝（Ｆ－ｋ－１Ｋ ）ＴＰ－１０ Ｆ
－ｋ－１
Ｋ

Ｌｋ＋１（Ｏ，Ｒ）＝Ｏ
Ｔ
ｋ（１，ｋ＋１）Ｒｋ（１，ｋ＋１）·

Ｏｋ（１，ｋ＋１）
在有界时间 ｋＮ内，如果可重构 Ｇｒａｍｉａｎ矩阵

可分解为ｋ块矩阵，可以得出：

Ｐ－１ｋＮ＝∑
ｋ

ｉ＝１
［ＯＴｅ（（ｉ－１）Ｎ＋１，ｉＮ）Ｒ（（ｉ－１）Ｎ＋１，ｉＮ）·

Ｏｅ（（ｉ－１）Ｎ＋１，ｉＮ）］＋ψ（０，ｋＮ－１） （４７）
其中，Ｐ－１ｋＮ －ψ（０，ｋＮ－１）为 Ｇｒａｍｉａ矩阵的分块可
重构之和。

由式（４３）可以得出λ（Ｐ－１ｋＮ －ψ（０，ｋＮ－１））是
有界的，即：

０＜ｋη１≤λ（Ｐ
－１
ｋＮ －ψ（０，ｋＮ－１））≤ｋη２　（４８）

其中，λ是Ｐ－１ｋＮ －ψ（０，ｋＮ－１）的特征值。
由前文所证Ｖ（珓ｚｋ）是递减函数可以得出：

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｖｋ＝Ｖ　 （４９）

即

Ｖｋ
ｔｒ（Ｐ－１ｋ ）

≥
λｍｉｎ（Ｐ

－１
ｋ ）珓ｚ

Ｔ
ｋ珓ｚｋ

ｎλｍａｘ（Ｐ
－１
ｋ ）

≥０　 （５０）

由式（４４）可以得到
ｌｉｍ
ｋ→∞
ｔｒ（Ｐ－１ｋ ）＝∞

ｌｉｍ
ｋ→∞

λｍｉｎ（Ｐ
－１
ｋ ）珓ｚ

Ｔ
ｋ珓ｚｋ

ｎλｍａｘ（Ｐ
－１
ｋ ）

{ ＝０
　 （５１）

因此，设计的控制系统误差动力学在有限时间内趋

于０：
ｌｉｍ
ｋ→∞
珓ｚｋ＝０　 （５２）

综上所述，证明了所设计的控制系统的收敛性。

对构建的李雅普诺夫函数对其时间进行求导，

证其渐近稳定性：

Ｖ（珓ｚｋ）＝珓ｚ
·ＴＰ－１珓ｚ＋珓ｚＴＰ－１珓ｚ＋珓ｚＴＰ－１珓ｚ

·

＝２珓ｚＴＰ－１珓ｚ
·

＋珓ｚＴＰ－１珓ｚ
＝２珓ｚＴＰ－１（（Ｆｋ－ＰＨ

ＴＲ－１Ｈ）珓ｚ＋ΔＦｚ＋

ΔＢＳｚ^＋ν）＋珓ｚＴ（－Ｐ－１ｋ Ｆｋ－Ｆ
Ｔ
ｋＰ

－１
ｋ ＋

ＨＴＲ－１Ｈ－Ｐ－１ｋ ＱＰ
－１
ｋ ）珓ｚ

＝－珓ｚＴＨＴＲ－１Ｈ珓ｚ＋２珓ｚＴＰ－１ΔＦｚ＋２珓ｚＴＰ－１ΔＢＳｚ^＋
２珓ｚＴＰ－１ν－珓ｚＴＰ－１ＱＰ－１珓ｚ （５３）

若要使Ｖ（珓ｚｋ）为渐近稳定，则其导数为负定。
具体对上式而言，珓ｚＴＨＴＲ－１Ｈ珓ｚ和 珓ｚＴＰ－１ＱＰ－１珓ｚ为正
定矩阵。在现实中，根据传感器精度可以轻松的确

定测量的噪声协方差Ｒ，使珓ｚＴＰ－１ＱＰ－１珓ｚ补偿式（３７）
中的所有正数项，即 ２珓ｚＴＰ－１ΔＦｚ＋２珓ｚＴＰ－１ΔＢＳ珓ｚ＋
２珓ｚＴＰ－１ν≤珓ｚＴＰ－１ＱＰ－１珓ｚ，则Ｖ（珓ｚｋ）可保证为负定。上
述不等式可改写为

　２珓ｚＴＰ－１ΔＦｚ＋珓ｚＴＰ－１ΔＢＳｚ^＋珓ｚＴＰ－１ν　　
≤ 珓ｚＴＰ－１ＱＰ－１珓ｚ （５４）
利用三角函数不等式得：

　２珓ｚＴＰ－１Ｆｚ＋珓ｚＴＰ－１ΔＢＳ珓ｚ＋珓ｚＴＰ－１ν
≤２珓ｚＴ Ｐ－１ ΔＦ ｚ＋２珓ｚＴ Ｐ－１·
ΔＢ Ｓ ｚ^＋２珓ｚＴ Ｐ－１ ν 珓ｚＴＰ－１ＱＰ－１珓ｚ

≤ 珓ｚＴ Ｐ－１ Ｑ Ｐ－１ 珓ｚ （５５）

若要使 Ｖ
·

（珓ｚｋ）≤０成立，那么必须保证不等
式（５６）成立：

　２珓ｚＴ Ｐ－１ ΔＦ ｚ＋　　　
２珓ｚＴ Ｐ－１ ΔＢ Ｓ ｚ^＋
２珓ｚＴ Ｐ－１ ν
≤ 珓ｚＴ Ｐ－１ Ｑ Ｐ－１ 珓ｚ （５６）

化简得：

　２ΔＦ ｚ＋２ΔＢ Ｓ ｚ^＋２ν　
≤ Ｑ Ｐ－１ 珓ｚ （５７）
由式（５７）可知，卡尔曼滤波扰动适应控制策略

渐近稳定的必要条件变为

Ｑ≥（２ΔＦ ｚ＋２ΔＢ Ｓ ｚ^＋　
２ν）（Ｐ－１ 珓ｚ）－１ （５８）

根据李雅普诺夫稳定性判据，基于时延估计的

卡尔曼滤波器外力估计器总是渐近稳定的。

３　仿真实验

３．１　仿真参数设定
第２节推导的外力估计方法适用多自由度机械

臂模型，为了方便验证所提外力估计方法的有效

性，本实验以一台四自由度机械臂为实验对象，进

行末端外力估计的仿真分析。采用ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ建立
机械臂物理模型，获取相关物理参数，建立旋转轴

及坐标变换关系，将模型导入到Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ仿
真软件进行环境搭建［２０］。机械臂模型如图３所示。
表１显示了ＤＨ相关参数。

图３中机械臂系统的动力学模型公式为
τｍ＝Ｍ（ｑ）̈ｑ＋Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）＋　

τｆ＋τｄ－Ｊ
Ｔ（ｑ）Ｆｅｘｔ （５９）

其中：

Ｍ（ｑ）＝

Ｍ１１（ｑ） Ｍ１２（ｑ） Ｍ１３（ｑ） Ｍ１４（ｑ）

Ｍ２１（ｑ） Ｍ２２（ｑ） Ｍ２３（ｑ） Ｍ２４（ｑ）

Ｍ３１（ｑ） Ｍ３２（ｑ） Ｍ３３（ｑ） Ｍ３４（ｑ）

Ｍ４１（ｑ） Ｍ４２（ｑ） Ｍ４３（ｑ） Ｍ４４（ｑ













）
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图３　四自由度机械臂结构
Ｆｉｇ．３　Ｆｏｕｒｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

表１　四自由度机械臂的ＤＨ参数
Ｔａｂ．１　ＤＨｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆａ４ＤＯＦｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

关节 αｉ ａｉ ｄｉ θｉ

１ ０ ０ ０ θ１
２ π／２ ０ ０ θ２
３ ０ Ｌ１ ０ θ３
４ ０ Ｌ２ ０ θ４
５ ０ ０ Ｌ３ ０

Ｃ（ｑ）＝

Ｃ１１（ｑ） Ｃ１２（ｑ） Ｃ１３（ｑ） Ｃ１４（ｑ）

Ｃ２１（ｑ） Ｃ２２（ｑ） Ｃ２３（ｑ） Ｃ２４（ｑ）

Ｃ３１（ｑ） Ｃ３２（ｑ） Ｃ３３（ｑ） Ｃ３４（ｑ）

Ｃ４１（ｑ） Ｃ４２（ｑ） Ｃ４３（ｑ） Ｃ４４（ｑ













）

Ｇ（ｑ）＝

０
－ｇ（ａ１１ｓ２＋ａ１２ｓ２３＋ａ１３ｓ２３４）

－ｇ（ａ１２ｓ２３＋ａ１３ｓ２３４）

－ｇ（ａ１３ｓ２３４













）

Ｍ１１（ｑ）＝ａ１＋ａ２ｓ
２
２＋ａ３ｓ

２
２３＋ａ４ｓ

２
２３４＋２ａ５ｓ２ｓ２３＋

２ａ６ｓ２ｓ２３４＋２ａ７ｓ２３ｓ２３４
Ｍ１２（ｑ）＝Ｍ１３（ｑ）＝Ｍ１４（ｑ）＝Ｍ２１（ｑ）＝Ｍ３１（ｑ）

＝Ｍ４１（ｑ）＝０
Ｍ２２（ｑ）＝ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ８＋ａ９＋ａ１０＋２ａ５ｃ３＋

２ａ６ｃ３４＋２ａ７ｃ４

Ｍ２３（ｑ）＝Ｍ３２１（ｑ）＝ａ３＋ａ４＋ａ９＋ａ１０＋ａ６ｃ３４＋２ａ７ｃ４
Ｍ２４（ｑ）＝Ｍ４２（ｑ）＝ａ４＋ａ１０＋ａ６ｃ３４＋ａ７ｃ４
Ｍ３３（ｑ）＝ａ３＋ａ４＋ａ９＋ａ１０＋２ａ７ｃ４
Ｍ３４（ｑ）＝ａ４＋ａ１０＋ａ７ｃ４
Ｍ４３（ｑ）＝ａ４＋ａ１０＋ａ７ｃ４
Ｍ４４（ｑ）＝ａ４＋ａ１０

机械臂初始位置［ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４］
Ｔ＝［０，０，０，０］Ｔ，

其模型参数如表２所示。取ｇ＝９．８ｍ／ｓ２，式中模型
参数ａ１～ａ１０的数值如表３所示。Ｍ（ｑ）的４个特征
值在应用中可适当调整来优化系统性能，合理相关

配置参数。引入幅值１０％的高斯白噪声来模拟环
境中的摩擦因素，利用前面所提方法，进行下面的

仿真实验并分析。

表２　机械臂的模型参数
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

连杆
长度

／ｍ
质量

／ｋｇ
摩擦

系数

质心间距

／ｍ
转动惯量

／（ｋｇ·ｍ２）

１ ０．４５ ４．４０ ０．５ ０．３０ ０．１１０

２ ０．３０ ２．３０ ０．４ ０．１５ ０．２５０

３ ０．１５ １．７０ ０．３ ０．１０ ０．２３０

表３　机械臂的模型相关参数
Ｔａｂ．３　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｒ

参数 量值

ａ１ １．４０
ａ２ １．３７
ａ３ －１．６４
ａ４ ０．６０
ａ５ ０．９７

参数 量值

ａ６ －１３．２９
ａ７ －７．５３
ａ８ ７．３６
ａ９ ２．８７
ａ１０ ４．０８

　　假设机械臂沿某一给定目标轨迹运行，在运动
过程中，一个外力作用在机械臂末端执行器上。而

机械臂系统往往伴随着模型误差、测量噪声及系统

扰动等不确定因素，通过Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ来分析测
得的电机信号值，根据所提出的基于时延估计的扰

动卡尔曼滤波外力估计器来估计所受外力。将估计

的外力施加到机械臂与环境的动态相互作用中，继

而实现机械臂的阻抗柔顺控制，其具体流程如图４
所示，此环节不作本文的研究要点。

３．２　外力估计仿真分析
首先，机械臂沿图５所示参考位置信号运动，

机械臂末端不与外部环境进行接触，无外力作用。

运动过程中机械臂采用ＰＩＤ位置闭环反馈控制
器，将实际位置与期望位置进行实时对比验证并调

整。其控制框图如图６所示。机械臂可以很好地跟
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踪参考位置信号如图７所示。由于机械臂末端不受
外力，与外界环境无接触，估计的外力接近于 ０，
但有一定的估计偏差值，如图８所示。

图４　外力估计仿真流程图
Ｆｉｇ．４　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

图５　关节期望轨迹
Ｆｉｇ．５　Ｄｅｓｉｒｅｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｊｏｉｎｔ

图６　ＰＩＤ位置控制系统框图

Ｆｉｇ．６　ＰＩＤｐｏｓｉｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍ

与上述自由运动类似，沿目标轨迹运动，在机

械臂末端执行器上施加一个外力作用，外力如图９
所示。在测量数据中加入噪声功率为０．０２的白噪
声信号，模拟关节变量参数测量时产生的测量误

差。进行仿真。图１０给出了实际末端外力与基于
时延估计的卡尔曼滤波器算法估计的外力对比结

果，并与广义动量观测器（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｍｏｍｅｎｔｕｍｏｂ

ｓｅｒｖｅｒ，ＧＭＯ）［２１］相对比。

图７　关节位置跟踪
Ｆｉｇ．７　Ｊｏｉｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎｔｒａｃｋｉｎｇ

图８　自由运动下的外力估计
Ｆｉｇ．８　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｓｉｎｆｒｅｅｍｏｔｉｏｎ

图９　末端实际外力
Ｆｉｇ．９　Ａｃｔｕａｌｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅａｔｔｈｅｅｎｄ

从图１０可以看出，本文提出的外力估计器的
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误差结果较小，外力估计值与实际值的相对误差百

分比为２．５２％，如表４所示。而广义动量观测器的
估计结果对测量噪声敏感，误差较大，误差百分比在

３．７５％。证明了该外力估计器对测量噪声的鲁棒性。

图１０　测量噪声下外力估计对比
Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｅｓｔｉｍａｔｅｓ

ｕｎｄｅｒｍｅａｓｕｒｅｄｎｏｉｓｅ

表４　估计误差
Ｔａｂ．４　Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｅｒｒｏｒｓ

序号 误差百分比 ／％ ＲＭＳＥ

１ ２．５２ ０．２６１

２ ３．７５ ０．３４８

３ ３．６３ ０．３０４

４ ４．２７ ０．４４５

　　在图１１中，加入了５％的系统不确定性模型误
差来模拟动力学关节质量参数与原始机械臂参数之

间存在的模拟误差，非线性系统测量噪声用来模拟

非线性环境扰动以及关节变量参数测量时产生的模

拟测量误差，添加高斯白噪声外力矩加入到扰动动

力学方程中。当实际的外力改变方向时，估计的外

力会有较大跳跃产生。而此时广义动量扰动观测器

在联合摩擦估计中存在较大误差，在估计中显示出

了相当大的偏移量，提出的基于时延估计的扰动卡

尔曼滤波器在一定程度上减少了模型带来的不确定

误差更接近于真实值。

为了适应现实环境中的扰动及测量噪声，更好

地满足实际工作环境的需求，设计了一组与实际工

作环境相似的模型参数，机械臂所受外力从零增加

至４０Ｎ，而相应的模型参数误差及系统不确定性扰
动增加至１０％。仿真结果如图１２所示，机械臂沿
目标轨迹运动，在运动过程中，受到一个沿 ｙ轴向

正平面运动的外力，在ｔ＝２ｓ时，外力逐渐呈线性
增加，在外力突然增加一定值时，估计值从偏差较

大到偏差很小所需要的时间相比较短，在ｔ＝４ｓ时
在外力趋于定值时，抖动平缓、误差较小。在模型

误差以及测量噪声皆翻倍增加的情况下，仍能精准

的估计出外力，充分体现了本文基于时延估计的扰

动卡尔曼滤波器外力估计的可行性及有效性。

图１１　模型误差下外力估计对比
Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｅｓｔｉｍａｔｅｓ

ｕｎｄｅｒｍｏｄｅｌｅｒｒｏｒｓ

图１２　系统扰动下的外力估计对比
Ｆｉｇ．１２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

ｕｎｄｅｒｓｙｓｔｅｍｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ

图１３显示了实际力和估计力之间的对比误差，
由于上述情况下干扰测量噪声及模型误差等非线性

不确定性因素所造成的影响不同，误差的大小也不

同。图１４中的误差分布图描述了两种情况下估计
误差的对比差异，１代表的是测量噪声情况，２代
表的是模型误差情况，它们都有一个正态分布的形

式。所以本文提出的外力估计器的估计误差几乎是

零均值。
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图１３　实际力与估计力的误差
Ｆｉｇ．１３　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅａｃｔｕａｌａｎｄｅｓｔｉｍａｔｅｄｆｏｒｃｅｓ

估计值与实际值之间的均方根误差ＲＭＳＥ很小
且接近于零。计算公式为

ＲＭＳＥ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｆ^－Ｆ）

槡
２×１００％　 （６０）

式中，ｎ为采样数，Ｆ^、Ｆ分别为估计值和实际值。

图１４　估计误差的分布
Ｆｉｇ．１４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ

４　结论

针对机械臂末端接触力估计存在模型误差及系

统扰动问题，本文设计了一种基于时延估计的扰动

卡尔曼滤波器来估计外力。在设计估计器的过程

中，利用电机的驱动电流而不使用额外的力传感

器，采用时间延迟估计的方法获取不确定的机械臂

动力学模型。设计的扰动卡尔曼滤波器同时考虑了

机械臂的动力学和扰动动力学。将外力作为状态变

量，对系统的模型不确定性和扰动进行观测。仿真

结果表明，设计的外力估计器不仅对具有测量噪

声、模型误差及不确定性系统扰动具有很好的鲁棒

性，而且能够较好的估计出末端执行器所受外力。

证明了该方法的有效性及可行性。
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