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摘要
建立基于凸优化方法重构矩阵信号 Ｘ＝［ｘ１，…，ｘｎ］的一组充分条

件，Ｘ具有列稀疏性和平坦性的结构特征，即每个列向量 ｘｊ至多具有 ｓ
个非零分量、同时所有列向量的ｌ１范数具有相同数值。所采用的矩阵范
数是 Ｘ １≡ｍａｘｊｘｊ１。工作分两部分，第一部分分别对无观测误差和
有观测误差的情况，针对求解 ｍｉｎ· １型凸优化问题重构以上类型

矩阵信号的方法，建立保障稳定性和鲁棒性的充分条件；第二部分工作

建立随机观测情况下观测空间维数的下界，用以保证信号以高概率被正

确重构。所得结果优于将重构向量信号的ｍｉｎｌ１方法直接推广到针对矩
阵信号的ｍｉｎｌ１方法所得到的结果，并给出数值仿真验证。所针对的信
号模型出现在具有定常或缓变包络波形的多输入／多输出雷达及合成孔
径雷达等新应用领域，本文工作针对这类应用提供一组实用的信号重构

条件。
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０　引言

信号的重构是数字通信、计算机成像、自动控

制等领域的关键问题之一。该问题常可表述为如何

基于未知信号的部分先验知识（如某种结构特征），

基于尽可能少的观测数据来重构未知信号。压缩感

知理论的概念、方法和技术，为解决这类问题提供

了不同于经典方法的新途径，并取得很多创新成

果。目前这方面的大多数工作是针对向量信

号［１－３］。从代数的观点看，向量属于一阶张量。在

越来越多的实际应用中，也很自然地出现所谓高阶

张量信号，例如在先进雷达信号处理和阵列信号处

理领域［４］，核心问题是根据接收数据 ｙｋｌ和观测模

型ｙｋｌ＝∑ｉｊ
Ψｋｌ，ｉｊＸｉｊ＋ｅｋｌ重构矩阵信号［Ｘｉｊ］。矩阵

属于所谓二阶张量，这里的Ｘｉｊ具体表示在距离—方
向单元或距离—速度单元（ｉ，ｊ）上的目标信号（Ｘｉｊ
为０则表示目标不存在）。更复杂的雷达数据处理
问题需要重构距离—速度—方向单元（ｉ，ｊ，ｋ）上的
目标信号Ｘｉｊｋ，这是重构三阶张量信号的例子。

虽然对元素作简单重排后，任何（ｎ１，…，ｎｐ）
型ｐ阶张量总可被视为 ｎ１，…，ｎｐ维向量，但高阶
张量信号的代数结构与最简单的一阶张量（向量）

有很大差异，两者所具有的结构化特征也有很大不

同［５］。以二阶张量（矩阵）信号为例，如果从点集

在平面和直线上的分布模式来直观地类比，会看出

矩阵信号能表现出较向量信号更为丰富的结构特

征，前者的稀疏性模式也比后者更为多样。

在应用压缩感知方法来解决信号重构问题的工

作中，已开始有越来越多的工作涉及高阶张量信

号，例如在数字雷达和分布式传感等领域。然而，

总体而言，大部分工作是将高阶张量信号作为向量

信号来看待，在此基础上采用较为成熟的ｍｉｎｌ１理
论和算法来加以处理，而针对高阶张量信号的固有

特点来进行处理的工作相对较少。针对高阶张量信

号重构问题的理论研究还远没有针对向量信号的研

究广泛和深入。在有代表性的工作中，文［６］针对
稀疏矩阵信号的重构问题，论述了 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ乘积
分解形式的观测算子的重构条件和观测空间维数的

界估计。该工作的研究途径是采用矩阵的 ｌ１范数

∑ｉｊ
｜Ｘｉｊ｜，通过求解ｍｉｎｌ１凸优化问题来重构稀疏

矩阵信号。该方法的优点是能够直接移植基于

ｍｉｎｌ１方法重构向量信号的诸多成果，缺点是 ｌ１范
数只适合表达矩阵信号一般性的稀疏特征，或者说

ｌ１范数只是表达矩阵信号众多结构特征的凸范数之
一，对表达某些更精细的结构特征并非总是适合。

文［７］将文［６］的处理方法推广到处理视频压缩问
题中的一类高阶张量信号，针对具有完全分解结构

的特殊类型的观测算子，建立了基于该算子的相干

系数（ｃｏｈｅｒｅｎｃｅ）的重构条件，并讨论了对视频重构
问题的应用。文［８］面向雷达应用论述了重构距
离—速度矩阵信号的一种基本理论，建立了相应的

重构条件。该工作通过求解矩阵的ｍｉｎｌ１凸优化问
题定出含有目标速度即多普勒频移的一组中间观测

量，再应用谱估计方法来完全确定矩阵信号的元

素。文［９］进一步论述了针对多输入／多输出雷达
中的距离—方向—速度信号（三阶张量）重构条件，

文［１０］针对短时观测序列的情况研究了重构条件
的优化，文［１１］针对合成孔径雷达成像问题，基于
上述类似的思路建立求解模型并讨论了相应的近似

算法，在这里所涉及的信号是目标的距离—方向—

速度—反射率构成的高阶张量。上述工作都是将高

阶张量信号直接视为向量信号，采用（基于某种特

殊函数系的）ｌ１范数来表达信号的稀疏性质，再通
过仔细利用特定领域中观测算子的特殊性质来建立

重构条件。许多其他工作也采取类似途径。

采用非ｍｉｎｌ１途径研究矩阵信号重构的工作则
较少，其中有代表性和成果较多的是矩阵完备化

（ｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ）问题和低秩矩阵的重构等问
题［１，１２－１３］。以低秩矩阵重构问题为例，通过求解矩

阵的核范数（矩阵奇异值之和）最小化问题，目前已

建立较完整的理论和多种有效算法［１２－１３］。本文所

涉及的矩阵信号的结构特征与已研究过的这些问题

不同，需采用完全不同的矩阵范数来表达，所得结

果也很不相同，然而这些工作正表明，因矩阵信号

较向量信号具有远为丰富的结构特征，不同的结构

特征需要不同的矩阵范数来表达，对高阶张量信号

就更是如此，而简单移植对向量信号行之有效的

ｍｉｎｌ１型的理论方法与结果未必总是各种应用的最
优选择。

总之，矩阵信号和高阶张量信号的重构问题在

应用领域越来越多，特别是传感器阵列、多天线雷

达及合成孔径雷达（ＳＡＲ）成像等领域，但相应的基
础理论尚不完整。尽管算法方面工作相对而言更多

一些，但因理论尚在发展，相关算法的很多实际问

题如误差稳定性、对结构特征的敏感性等还有待深

入［１４］。本文研讨重构一类矩阵信号的理论问题和

数值验证，故不在此详述算法方面的工作。
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这里将针对具有稀疏—平坦结构特征的矩阵信

号，研究其重构条件。称矩阵 Ｘ＝［ｘ１，…，ｘｎ］具
有ｓ列稀疏性和 ｌ１列平坦性是指其每个列向量 ｘｊ
至多具有ｓ个非零分量、同时所有列向量的ｌ１范数
具有相同的数值。这类信号模型出现在带特殊波形

的合成孔径雷达及高维超声成像等新应用领域［４，１５］，

信号的列稀疏性反映散射体在波束范围内的稀疏

性，平坦性反映波形包络定常或缓变的特点。

本文工作由两部分组成，第一部分将凸优化理

论与范数的次微分 Ｘ １的结构特征相结合来建

立一组重构条件，第二部分基于  Ｘ １的结构特

征与高维概率理论，来建立重构这类矩阵信号的观

测空间维数须满足的下界，最后讨论数值验证。

１　基本问题、相关概念和理论基础

　　首先说明符号及约定：为行文简洁，本文仅讨
论实数域上的方阵信号，但所有结果对复数域上的

矩阵信号同样成立。文中的向量ｘ指列向量，ｘＴ表
示行向量。〈ｘ，ｙ〉表示两个向量ｘ和ｙ的Ｅｕｃｌｉｄ标
量积，〈Ｘ，Ｙ〉表示两个矩阵 Ｘ和 Ｙ的 Ｅｕｃｌｉｄ标量
积，即迹形式 ｔｒ（ＸＴＹ），相应的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数
〈Ｘ，Ｘ〉１／２记为｜Ｘ｜Ｆ。

一个向量或矩阵的支集（ｓｕｐｐｏｒｔ），是指其非零
元素下标的集合，以 ｓｕｐｐ（·）表示。一个线性算
子Ψ的核空间ｋｅｒΨ是指被该算子映射为零元素的
那些元素的集合，即ｋｅｒΨ≡｛Ｘ：Ψ（Ｘ）＝Ｏ｝。

对实向量ｘ＝［ｘ１，…，ｘｎ］
Ｔ，ｓｇｎｘ表示相应的

向量（ｓｇｎｘ１，…，ｓｇｎｘｎ）
Ｔ，其中的分量是符号函

数：若ｘｊ＞０则ｓｇｎｘｊ＝１；若ｘｊ＜０则ｓｇｎｘｊ＝－１；
ｓｇｎ０＝０。

给定正整数 ｓ，用记号∑ｎ×ｎ

ｓ
表示逐列 ｓ稀疏

的ｎ×ｎ矩阵Ｘ的集合，即这些矩阵的每一列至多
只有ｓ个非零分量，以下称之为ｓ列稀疏信号。

如果矩阵Ｘ＝［ｘ１，…，ｘｎ］所有列向量的 ｌ１范
数｜ｘｊ｜１数值相同，则称之为ｌ１列平坦矩阵。

设Ｓ≡Ｓ１∪…∪Ｓｎ是矩阵元素的下标集合，其
中每个Ｓｊ是第ｊ列元素的下标集合｛（ｉ，ｊ）：ｉ＝１，
…，ｎ｝的子集且基数｜Ｓｊ｜≤ｓ，以下称这样的集合 Ｓ

为矩阵信号的ｓ稀疏模式。记号∑ｎ×ｎ

ｓ
（Ｓ）表示以

Ｓ为支集的ｎ×ｎ矩阵的集合，即集合｛Ｍ：若（ｉ，ｊ）
不属于Ｓ则 Ｍｉｊ＝０｝。显然，对给定的稀疏模式 Ｓ，

∑ｎ×ｎ

ｓ
（Ｓ）是一个维数不超过 ｎｓ的线性空间且记

∑ｎ×ｎ

ｓ
＝∪Ｓ∑ｎ×ｎ

ｓ
（Ｓ）。

若Ｓ是一个ｓ稀疏模式，Ｍ是一个矩阵，则ＭＳ
表示这样的矩阵：若（ｉ，ｊ）属于Ｓ则其（ｉ，ｊ）元素＝
Ｍｉｊ，否则为０。对Ｓ的列下标集 Ｓｊ和向量 ｍ，ｍ｜Ｓｊ
的含义类似。

如果Ｘｋ是一组随机变量，ｐ（ｘ）是某个概率密
度函数，则记号 Ｘｋ～

ｉｉｄｐ（ｘ）表示该组随机变量 Ｘｋ
彼此概率独立并遵循相同的概率分布ｐ（ｘ）。
１．１　基本问题

本文研究基于凸优化方法求解具有 ｓ列稀疏且
ｌ１列平坦特征的矩阵信号 Ｘ＝［ｘ１，…，ｘｎ］的重构
问题，目标函数是 Ｘ １≡ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１。列平坦性意
味着对所有的 ｊ有 Ｘ １＝｜ｘｊ｜１，拟处理的凸优化
问题为以下形式，记为ＭＰ（α）ｙ，Ψ，η：
ｍｉｎ Ｚ １　ｓ．ｔ．Ｚ∈Ｒ

ｎ×ｎ，｜ｙ－Ψ（Ｚ）｜α≤η （１）
其中，观测数据ｙ是空间Ｒｍ中的向量， · α是给

定在该空间上的某个范数，例如ｌ２范数；Ψ：Ｒ
ｎ×ｎ→

Ｒｍ是线性算子。这时存在某个（待重构的真实矩阵
信号）Ｘ满足ｙ＝Ψ（Ｘ）＋ｅ，ｅ是观测误差向量且
满足｜ｅ｜α≤η。该观测模型等价的分量形式为 ｙｉ＝
〈Ψｉ，Ｘ〉＋ｅｉ，对每个ｉ＝１，…，ｍ有Ψｉ∈Ｒ

ｎ×ｎ。

注意对问题 ＭＰ（α）ｙ，Ψ，η仅须考虑误差界 η：０≤
η＜｜ｙ｜α的情况，若超出该界则显然问题 ＭＰ

（α）
ｙ，Ψ，η

仅有平凡的最优解Ｘ ＝Ｏ。
１．２　相关概念

在此汇集对本文工作至关重要的凸几何理论中

的某些概念与关系［１６］。为行文简洁，均以向量形

式来表述，但都不难直接推广为针对矩阵的相应形式。

空间Ｒｎ中的锥Ｃ是这样一个区域：对任何正数
ｔ＞０，ｔＣ恒为Ｃ的子域。对空间Ｒｎ中的某个区域Ｋ，
其对偶域Ｋ≡｛ｖ：对Ｋ中所有的ｘ有〈ｘ，ｖ〉≤０｝。
不难验证Ｋ总是一个凸锥。

对一个凸函数φ（ｘ），有以下的相关集合：
　切锥Ｄ（φ，ｘ）
≡｛ｕ：存在ｔ＞０使φ（ｘ＋ｔｕ）
≤φ（ｘ）｝
　次微分φ（ｘ）
≡｛ｕ：对所有的ｖ有φ（ｖ）≥φ（ｘ）＋＜ｖ－ｘ，ｕ＞｝

且两者间成立重要的对偶关系Ｄ（φ，ｘ）＝∪ｔ＞０ｔφ（ｘ）。
对任何范数 · ，其对偶范数 · 定义为

ｖ≡ｍａｘ｛〈ｘ，ｖ〉： ｘ≤１｝，例如 Ｘ 
１ ＝

∑ｊ ｘｊ∞。不难验证任何范数 · 的次微分总成立
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恒等式：

ｘ＝｛ｖ： ｘ＝〈ｘ，ｖ〉且 ｖ≤１｝　 （２）
设Ｋ是线性空间Ｌ中的锥，Ψ是定义在该空间

上的某个线性算子， · β是 Ｌ上的某个范数，
· α是Ψ的像空间上的某个范数，Ψ相对于这两
个范数的、Ｋ限定性的最小奇异值定义为
λｍｉｎ，α，β（Ψ；Ｋ）≡ｍｉｎ｛｜Ψｖ｜α：ｖ属于Ｋ且 ｖβ＝１｝

（３）
如果范数 · β和 · α均为 ｌ２范数或均为

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，则λｍｉｎ，α，β（Ψ；Ｋ）简记为λｍｉｎ（Ψ；Ｋ）。
设Ｋ是赋范空间（Ｌ， · β）中的一个锥（未必

为凸），其高斯宽度定义为

ｗβ（Ｋ）≡Ｅｇ（ｍａｘ｛〈ｇ，ｖ〉：ｖ属于Ｋ且 ｖβ＝１） （４）
其中，ｇ是Ｌ上具有标准高斯分布的随机向量。若
· β为向量的ｌ２或矩阵的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，则ｗβ（Ｋ）
简记为ｗ（Ｋ）。
１．３　理论基础

本文需用到凸几何及高维概率理论某些较新近

的结果，在此以几个定理的形式做集中表述。这些

结果的原始表述都是向量而非矩阵形式，为适合本

文处理矩阵信号的需要，以下在形式上作了重新表

述。定理１的原始证明参见文［１７］，定理２和定理３
的证明参见文［１８］，定理４的证明以及对这些结果
中最优常数的讨论参见文［１９］。

定理１　１）设矩阵信号 Ｘ∈Ｒｎ×ｎ满足观测方程
ｙ＝Ψ（Ｘ），Ｘ是问题 ＭＰ（α）ｙ，Ψ，η：η＝０（即无测量噪
声情况下的优化问题）的最优解，则Ｘ ＝Ｘ当且仅
当ｋｅｒΨ∩Ｄ（ · １，Ｘ）＝｛Ｏ｝。２）设矩阵信号
Ｘ∈Ｒｎ×ｎ满足观测方程 ｙ＝Ψ（Ｘ）＋ｅ，其中观测噪
声有上界 ｅα≤η（η＞０），Ｘ

是问题 ＭＰ（α）ｙ，Ψ，η的
最优解， · β是某种给定的矩阵范数，则

Ｘ －Ｘ β≤２η／λｍｉｎ，α，β（Ψ；Ｄ（ · １，Ｘ））（５）
定理２　设Ｘ和 Ｘ分别表示真实矩阵信号和

问题ＭＰ（２）ｙ，Ψ，η的最优解，Ψｋｉｊ～
ｉｉｄＮ（０，１），则对任何

ｔ＞０有：
Ｐ（Ｘ －Ｘ Ｆ≤２η／（ｍ－ｗ（Ｄ（ · １，Ｘ））－ｔ）＋）

≥１－ｅｘｐ（－ｔ２／２）
其中，（ｕ）＋≡ｍａｘ（ｕ，０）。

定理３　设 Ｆ是凸函数且在 Ｘ处的次微分
Ｆ（Ｘ）不含零矩阵，则：

ｗ２β（Ｄ（Ｆ，Ｘ））≤ＥＧ（ｍｉｎ｛｜Ｇ－ｔＶ｜
２
β：ｔ＞０，Ｖ

属于Ｆ（Ｘ）｝）
其中， · β是 · β的对偶范数，Ｇ是矩阵元

Ｇｉｊ～
ｉｉｄＮ（０，１）的随机矩阵。特别地，若 · β是

矩阵的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数 · Ｆ则：ｗ
２（Ｄ（Ｆ，Ｘ））≤

ＥＧ（ｍｉｎ｛Ｇ－ｔＶ
２
Ｆ：ｔ＞０，Ｖ属于Ｆ（Ｘ）｝）。

以上定理将用以估计高斯宽度 ｗβ（Ｄ（Ｆ，Ｘ））
的上界。

定理４　设Ｘ和 Ｘ分别表示真实矩阵信号和
问题ＭＰ（２）ｙ，Ψ，η的最优解，观测数据的分量ｙｋ＝〈Ψｋ，
Ｘ〉＋ｅｋ，Ψｋ～

ｉｉｄΨ且随机矩阵Ψ满足以下条件：１）
Ｅ（Ψ）＝０；２）存在常数 α＞０，使所有的 Ｕ： Ｕ Ｆ

＝１满足 α≤Ｅ（〈Ψ，Ｕ〉）；３）存在常数σ＞０使
Ｐ（｜〈Ψ，Ｕ〉｜≥ｔ）≤２ｅｘｐ（－ｔ２／２σ２）。记 ρ≡σ／α，
则对任何ｔ＞０有：
　Ｐ（Ｘ－Ｘ Ｆ

≤２η／（ｃ１αρ
－２ｍ－ｃ２σｗ（Ｄ（ · １，Ｘ））－αｔ））

≥１－ｅｘｐ（－ｃ３ｔ
２） （６）

其中，ｃ１，ｃ２，ｃ３均为绝对常数。

２　主要结果和一个基本工具

２．１　主要结果
第３节分别在无观测误差和有观测误差的情况

下，针对保证重构的稀疏—平坦矩阵信号Ｘ具有误
差稳定性，建立观测算子 Ψ需满足的充分条件。
该组结果的核心是定理７关于观测算子的近似等距
性质，通过适当的参数组合，该性质能衍生出针对

各种情况的重构条件，因此和重构向量信号的ｍｉｎ
ｌ１理论所建立的近似等距（ＲＩＰ）性质类似，具有广
泛的实用性。

第４节建立随机观测情况下观测空间维数 ｍ
（观测数据的数量）需满足的下界及数值验证。该

界用以保证稀疏—平坦矩阵信号以高概率被正确重

构。所得结果优于将向量形式的普遍理论直接推广

为矩阵信号的ｍｉｎｌ１理论所能得到的结果，这种优
点一方面缘于范数 · １较之 ｌ１范数更能准确表
达矩阵信号的稀疏—平坦特性，另一方面缘于本文

具体针对矩阵信号（而非简单将其视为向量）的分

析方法。

２．２　基本工具：矩阵范数 Ｚ １的次微分结构

凸范数的次微分（参见１．２节）是做相应凸分析
的关键工具之一。以下引理完整刻画了次微分

 Ｘ １的结构。

引理１　矩阵范数 Ｚ １≡ ｍａｘｊ｜ｚｊ｜１在矩阵
Ｘ＝［ｘ１，…，ｘｎ］上的次微分 Ｘ １是矩阵集合：

 Ｘ １＝｛［λ１ξ１，…，λｎξｎ］：对所有的 ｊ有ξｊ属于
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｜ｘｊ｜１、λｊ≥０、λ１＋…＋λｎ＝１且对ｊ：｜ｘｊ｜１＜ｍａｘｋ｜ｘｋ｜１
有λｊ＝０｝

证明　首先容易验证上述集合中的元素确实属
于 Ｘ １，这是因为对具有上述性质的矩阵 Ｗ≡
［λ１ξ１，…，λｎξｎ］有

〈Ｗ，Ｘ〉＝∑ｊ
λｊ〈ξｊ，ｘｊ〉

＝∑ｊ
λｊ｜ｘｊ｜１

＝ Ｘ １∑ｊ
λｊ

＝ Ｘ １

且 · １的对偶范数 Ｗ 
１ ＝∑ｊ

λｊ｜ξｊ｜∞≤

∑ｊ
λｊ＝１，因此按照次微分的性质（参见１．２节），

Ｗ属于 Ｘ １。

接下来证明若Ｗ属于 Ｘ １，则Ｗ确具有该
引理对集合元素所描述的性质。设 Ｗ有列向量的
形式 Ｗ≡［μ１，…，μｎ］，于是对所有的 Ｙ≡［ｙ１，
…，ｙｎ］有 Ｙ １≥ Ｘ １＋〈Ｙ－Ｘ，Ｗ〉，即：

ｍａｘｊ｜ｙｊ｜１≥ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１＋∑ｊ
〈ｙｊ－ｘｊ，μｊ〉 （７）

令μｊ＝｜μｊ｜∞ξｊ（于是 ｜ξｊ｜∞ ＝１若μｊ≠０）则式（７）

表为ｍａｘｊ｜ｙｊ｜１≥ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１＋∑ｊ
｜μｊ｜∞〈ｙｊ－ｘｊ，ξｊ〉。注

意到对每个非零的第ｊ列总可选取ｉｊ使｜ξｊ（ｉｊ）｜＝１并
设置相应的向量ｅｊ，其分量 ｅｊ（ｉｊ）＝ｓｇｎξｊ（ｉｊ）而
其他分量皆为零，取ｙｊ＝ｘｊ＋ｅｊ，ｊ＝１，…，ｎ，代入
式（７）得：

　１＋ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１
≥ｍａｘｊ｜ｙｊ｜１

≥ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１＋∑ｊ
｜μｊ｜∞〈ｅ


ｊ，ξｊ〉

＝ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１＋∑ｊ
｜μｊ｜∞｜ξｊ｜∞

＝ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１＋∑ｊ
｜μｊ｜∞

即１≥∑ｊ
｜μｊ｜∞。

现在固定某个列指标ｉ，对所有的ｊ≠ｉ取ｙｊ＝ｘｊ
并取ｙｉ是满足｜ｙｉ｜１≤｜ｘｉ｜１的向量，将这样的 ｙ１，
…，ｙｎ代入式（７）得

　ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１
≥ｍａｘｊ｜ｙｊ｜１

≥ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１＋∑ｊ
〈ｙｊ－ｘｊ，μｊ〉

＝ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１＋｜μｊ｜∞〈ｙｉ－ｘｉ，ξｉ〉
即〈ｙｉ－ｘｉ，ξｉ〉≤０，亦即对所有的 ｙｉ：｜ｙｉ｜１≤｜ｘｉ｜１
有〈ｘｉ，ξｉ〉≥〈ｙｉ，ξｉ〉进而有〈ｘｉ，ξｉ〉≥ｓｕｐ｛〈ｙｉ，ξｉ〉：
｜ｙｉ｜１≤｜ｘｉ｜１｝＝｜ｘｉ｜１｜ξｉ｜∞ ＝｜ｘｉ｜１，从而〈ｘｉ，ξｉ〉＝｜ｘｉ｜１。

该结论连同｜ξｉ｜∞ ＝１意味着ξｉ属于｜ｘｉ｜１。
至此已证明  Ｘ １中的 Ｗ恒有形式［λ１ξ１，

…，λｎξｎ］，其中每个ξｊ属于｜ｘｊ｜１、对所有的ｊ有
λｊ≥０且 λ１＋… ＋λｎ≤１。由于 Ｘ １＝〈Ｗ，Ｘ〉＝

∑ｊ
λｊ〈ξｊ，ｘｊ〉＝∑ｊ

λｊ｜ｘｊ｜１≤ｍａｘｊ｜ｘｊ｜１∑ｊ
λｊ≤ Ｘ １，

因此必有λ１＋…＋λｎ＝１且对 ｊ：｜ｘｊ｜１〈ｍａｘｋ｜ｘｋ｜１
必有λｊ＝０。证毕。

如果显式地结合｜ｘｊ｜１的形式，就得到次微分
更完备的表达形式

 Ｘ １＝｛［λ１ξ１，…，λｎξｎ］：对所有的 ｊ有
｜ξｊ｜∞≤１，ξｊ（ｉ）＝ｓｇｎＸｉｊ若 Ｘｉｊ≠０；λｊ≥０，λ１＋
…＋λｎ＝１，对ｊ：｜ｘｊ｜１〈ｍａｘｋ｜ｘｋ｜１有λｊ＝０｝ （８）

３　基于求解 ｍｉｎ· １凸优化问题重构矩
阵信号的充分条件

　　本节分别针对观测数据无误差、观测数据有误
差等不同情形，建立基于求解凸优化问题 ＭＰ（α）ｙ，Ψ，η
来重构稀疏—平坦矩阵信号的各种充分条件。有关

结果的证明与经典理论相应结果的证明［１］在逻辑

上类似，但需仔细处理矩阵范数 · １带来的一

些复杂性。

３．１　无观测误差的情形
本节研究当线性观测算子Ψ满足什么条件时，

矩阵信号Ｘ能通过求解以下问题被精确地重构：
ＭＰｙ，Ψ，０：ｍｉｎ Ｚ １　ｓ．ｔ．Ｚ∈Ｒ

ｎ×ｎ，ｙ＝Ψ（Ｚ）
在此将问题适当放宽，研究算子 Ψ满足什么

条件时，对那些并非严格具有列稀疏和列平坦特征

的矩阵信号Ｘ，ＭＰｙ，Ψ，０的最优解Ｘ
能逼近Ｘ到什

么程度。然后，作为特殊情况引出结论。逼近误差

以逐列ｌ１误差的最大值来度量。以下的引理２建
立逼近误差的上界及相应的充分条件，引理３给出
保障最优解具有ｌ１列平坦性的一个充分条件。

引理２　ｓ是给定的正整数，Ψ是给定的线性算
子，满足参量为ρ的ｓ· １稳定性条件，即存在一

个常数０＜ρ＜１，使得任何Ｍ ＝［ｍ１，…，ｍｎ］ｋｅｒΨ
在任何ｓ稀疏模式Ｓ＝Ｓ１Ｓｎ（｜Ｓｊ｜≤ｓ）上恒满足

ＭＳ １≤ρ Ｍ～Ｓ １　 （９）
在这条件下，问题ＭＰｙ，Ψ，０（其中ｙ＝Ψ（Ｘ））的

任何可行解Ｖ＝［ｖ１，…，ｖｎ］均满足不等式
Ｖ－Ｘ １≤（１＋ρ）（ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１）＋　

２ｍａｘｊσｓ（ｘｊ）１）／（１－ρ） （１０）
其中，σｓ（ｘ）１≡｜ｘ｜１－（｜ｘ（ｉ１）｜＋… ＋｜ｘ（ｉｓ）｜），
ｘ（ｉ１），…，ｘ（ｉｓ）是向量 ｘ的前 ｓ个绝对值最大的
分量。
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引理３涉及观测算子 Ψ的对偶算子。如果 Ψ
的分量表达式为 Ψ（Ｖ）ｋ＝ｔｒ（Ψ

Ｔ
ｋＶ），其中 Ψｋ是一

组矩阵，ｋ＝１，…，ｍ，则 Ψ的对偶算子有表达式
ΨＴ（ｚ）＝Ψｋ：Ｒ

ｍ→Ｒｎ×ｎ。此外，引理３对存在观测
观测误差的情况（η＞０）也成立。

引理３　给定正整数ｓ和ｓ稀疏模式Ｓ＝Ｓ１∪…
∪Ｓｎ（其中每个｜Ｓｊ｜≤ｓ）以及线性算子 Ψ，Ψ

Ｔ表示

其对偶算子，ΨＳ表示 Ψ限定在子空间∑ｎ×ｎ

ｓ
（Ｓ）上

的映射（因而 ΨＳ（Ｘ）＝Ψ（ＸＳ））。如果对任何
ｖ≠０，矩阵ΨＴＳ（ｖ）不含列向量０，则ＭＰｙ，Ψ，η的支集
含于Ｓ的最优解Ｘ必是ｌ１列平坦的。

在证明之前，先综合以上结果做一个重要推

论。当观测算子满足引理３的条件时，在式（１０）中
取Ｚ为最优解 Ｘ，就得到 Ｘ逼近实际信号 Ｘ的
误差上界，其中ｍａｘｊσｓ（ｘｊ）１和ｍａｘｊ（｜ｘｊ｜１－｜ｘｊ｜１）
分别度量信号偏离 ｓ列稀疏性和 ｌ１列平坦性的程
度。如果Ｘ是 ｓ列稀疏的，则 ｍａｘｊσｓ（ｘｊ）１＝０；如
果是 ｌ１列平坦的，则每列均有｜ｘｊ｜１＝ Ｘ １故

ｍａｘｊ（｜ｘｊ｜１－｜ｘｊ｜１）＝ Ｘ １－ Ｘ １≤０，由此
得到结论：

定理５　若观测算子Ψ满足引理１和引理２中
的条件，则问题ＭＰｙ，Ψ，０的最优解Ｘ

能精确重构任

何ｓ列稀疏且ｌ１列平坦的矩阵信号Ｘ，即Ｘ ＝Ｘ。
引理２对任意信号的逼近误差的上界估计本身

也具有独立的意义，这是因为在实际应用中更多存

在的是近似、而非理想的列稀疏且列平坦信号，例如

少数分量承载绝大部分能量、波形包络存在小幅变

化的信号。式（１０）为这类信号的重构误差提供实用
的上界估计，表达重构问题的解在实际信号偏离稀

疏—平坦特征时的稳定程度。对重构误差的度量与

表达信号结构特征采用相同的范数 · １，符合模

型一致性［２０］，并且式（１０）所表达的是对每列误差的

上界控制，优于采用ｌ１矩阵范数｜Ｘ｜１≡∑ｊ
｜ｘｊ｜１求

解ｍｉｎ｜Ｘ｜１问题的逼近效果，后者得出的是相对较
粗的误差度量｜Ｘ－Ｘ｜１受控于更高的界σｎｓ（Ｘ）１（参
见文［１］）。

以下证明上述引理，为此需要一个简单的工具，

即对下标的任何子集Δ和任何向量ｕ与ｖ有［１］：

　｜（ｕ－ｖ）～Δ｜１
≤｜ｖ｜１－｜ｕ｜１＋｜（ｕ－ｖ）Δ｜１＋２｜ｕ～Δ｜１　

（１１）

引理２的证明对 ｙ＝Ψ（Ｘ），ＭＰｙ，Ψ，０的可行解
Ｖ＝［ｖ１，…，ｖｎ］有 Ｍ＝［ｍ１，…，ｍｎ］属于 ｋｅｒΨ
使Ｖ＝Ｍ＋Ｘ，对每个列向量 ｖｊ和 ｘｊ应用（１１）得

｜ｍｊ｜～Ｓｊ｜１≤｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１＋｜ｍｊ｜Ｓｊ｜１＋２｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１进而
结合条件（９）得到
　 Ｍ～Ｓ １≡ｍａｘｊ｜ｍｊ｜～Ｓｊ｜１
≤ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１）＋ ＭＳ １＋２ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜
≤ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１）＋ρ Ｍ～Ｓ １＋２ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１
即 Ｍ～Ｓ １≤（２ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１＋ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１））／
（１－ρ），从而对任何ｓ稀疏模式Ｓ有

Ｍ １＝ ＭＳ １＋ Ｍ～Ｓ １

≤（１＋ρ） Ｍ～Ｓ １

≤（１＋ρ）（２ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１＋
ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１））／（１－ρ）

由于ｍｉｎＳｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１＝ｍａｘｊσｓ（ｘｊ）１故该式蕴
含结论（１０）。

证毕。

引理３的证明首先考虑有观测误差的情形，即
问题ＭＰｙ，Ψ，η：

ｍｉｎ Ｖ １　ｓ．ｔ．Ｖ，｜ｙ－ΨＳ（Ｖ）｜２≤η
其中，η＞０。

由于 · １和约束式｜ｙ－ΨＳ（·）｜２均为自变量
的凸函数，根据凸优化的普遍理论，存在乘子γ ＞０
和矩阵Ｚ属于 Ｘ １满足一阶极值条件：

Ｚ ＋γΨＳ
Ｔ（ΨＳ（Ｘ）－ｙ）＝Ｏ

｜ｙ－ΨＳ（Ｘ）｜２＝η
　 （１２）

由于ｙ－ΨＳ（Ｘ）≠０，因而在定理的条件下矩阵
Ｚ ＝γΨＳ

Ｔ（ｙ－ΨＳ（Ｘ））不包含列向量０，由引理１
这意味着Ｘ的列向量均满足｜ｘｊ｜１＝ｍａｘｋ｜ｘｋ｜１，即
Ｘ是ｌ１列平坦的。

再考虑无观测误差的情形，即问题 ＭＰｙ，Ψ，０：
ｍｉｎ Ｖ １ｓ．ｔ．Ｖ，ｙ＝ΨＳ（Ｖ）。根据凸优化的普遍
理论，存在乘子向量ｕ和矩阵Ｚ属于  Ｘ １满

足一阶极值条件Ｚ ＋ΨＳ
Ｔ（ｕ）＝０。若ｕ≠０则在定

理的条件下 Ｚ不含０列，由前面同样的理由得 Ｘ
是ｌ１列平坦的。若ｕ＝０则极值条件蕴含Ｚ ＝０，但
根据引理１这是不可能的，除非Ｘ ＝０。证毕。
３．２　有观测误差的情形

当存在观测误差时，问题的最优解不再能精确

等于实际信号，这时更恰当的要求是两者的数值误

差能被合理地控制，即满足鲁棒性（Ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ）。
　　定理６　给定正整数ｓ和线性算子Ψ，满足ｓ
· １鲁棒性条件，即存在常数 ０＜ρ＜１和 β＞０
使得任何ｎ×ｎ矩阵 Ｍ在任何 ｓ稀疏模式 Ｓ＝Ｓ１∪
…∪Ｓｎ上满足不等式：

ＭＳ １≤ρ Ｍ～Ｓ １＋β｜Ψ（Ｍ）｜２　 （１３）
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在这条件下，若 Ｖ＝［ｖ１，…，ｖｎ］是问题
ＭＰｙ，Ψ，η的某个可行解，其中 ｙ＝Ψ（Ｘ）＋ｅ，Ｘ＝
［ｘ１，…，ｘｎ］是实际信号，观测误差满足｜ｅ｜２≤η，
则必有不等式

Ｖ－Ｘ １≤Ｃ（２ｍａｘｊσｓ（ｘｊ）１＋２βη＋　
ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１）） （１４）

其中，Ｃ≡（１＋ρ）／（１－ρ）。
若Ψ还进一步满足引理３的条件，设实际信

号Ｘ是ｓ列稀疏且ｌ１列平坦的，Ｘ是问题ＭＰｙ，Ψ，η
的最优解，则有误差上界：

Ｘ －Ｘ １≤２βη（１＋ρ）／（１－ρ）　 （１５）
证明　令 Ｖ－Ｘ≡Ｍ＝［ｍ１，…，ｍｎ］，将不等

式（１１）应用到列向量 ｖｊ和 ｘｊ得到 ｜ｍｊ｜～Ｓｊ｜１≤
｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１＋｜ｍｊ｜Ｓｊ｜１＋２｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１，从而 Ｍ～Ｓ １

≡ｍａｘｊ｜ｍｊ｜～Ｓｊ｜１≤ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１）＋ ＭＳ １＋
２ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜≤ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１）＋ρ Ｍ～Ｓ １＋
２ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１＋β｜Ψ（Ｍ）｜２（这里已应用条件
（１３）），即：
Ｍ～Ｓ １≤（２ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１＋ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１）＋

β｜Ψ（Ｍ）｜２）／（１－ρ）
因此，

　 Ｍ １≤ ＭＳ １＋ Ｍ～Ｓ １

≤（１＋ρ） Ｍ～Ｓ １＋β｜Ψ（Ｍ）｜２
≤（１＋ρ）（２ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１＋ｍａｘｊ（｜ｖｊ｜１－｜ｘｊ｜１）＋
２β｜Ψ（Ｘ）｜２）／（１－ρ）
对每个ｓ稀疏模式Ｓ均成立。由于ｍｉｎ

Ｓ
ｍａｘ
ｊ
｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１

＝ｍａｘ
ｊ
σｓ（ｘｊ）１因而取使得误差界 ｍａｘｊ｜ｘｊ｜～Ｓｊ｜１达到

最小的那个稀疏模式Ｓ就得到式（１４）。
若Ψ还满足引理３的条件、实际信号Ｘ是ｓ列

稀疏且ｌ１列平坦的，取Ｖ为最优解Ｘ，这时Ｘ也
是ｌ１列平坦的，从而式（１４）蕴含式（１５）。证毕。
式（１５）表明当存在观测误差时，矩阵信号的重构误
差仍可以被逐列控制（而非如ｍｉｎｌ１理论那样仅被平
均地控制），符合模型一致性概念［２０］，特别在实际信

号为稀疏—平坦的情况下，重构误差 Ｘ －Ｘ １≤
２βη（１＋ρ）／（１－ρ）＝Ｏ（η）具有线性收敛速率。
３．３　观测算子Ψ的近似等距条件　

在重构向量信号的ｍｉｎｌ１理论中，观测算子作
用在稀疏信号集合上的近似等距性质（ＲＩＰ）是一类
重要条件，由此可派生出诸多其他条件［１］。本节给

出针对矩阵信号的 ｍｉｎ· １理论的类似性质，

并证明在适当的参数组合之下该性质衍生出上节所

建立的鲁棒性条件。

定理７　给定正整数 ｓ和线性算子 Ψ：Ｒｎ×ｎ→
Ｒｍ，设存在正数０＜δｓ＜１和Δｓ＞０满足以下条件：
１）（１－δｓ）｜Ｖ｜Ｆ

２≤｜Ψ（Ｖ）｜２２≤（１＋δｓ）｜Ｖ｜
２
Ｆ

对所有ｓ列稀疏的矩阵Ｖ成立；
２）｜〈Ψ（Ｖ），Ψ（Ｗ）〉｜≤（Δｓ／ｎ）Σｊ＝１…ｎ｜ｖｊ｜２｜ｗｊ｜２

对所有ｓ列稀疏且支集不相交的矩阵Ｖ＝［ｖ１，…，ｖｎ］
和矩阵Ｗ＝［ｗ１，…，ｗｎ］（ｓｕｐｐ（Ｖ）∩ｓｕｐｐ（Ｗ）＝）
成立。

在上述条件下，存在正值的常数ρ和β使得不
等式

ＭＳ １≤ρ Ｍ～Ｓ １＋β｜Ψ（Ｍ）｜２　 （１６）
对任何ｎ×ｎ矩阵Ｍ和任何ｓ稀疏模式 Ｓ均成

立，且常数ρ和β可如下选择：
ρ≤Δｓ／（１－δｓ－Δｓ／４）

β≤ｓ１／２（１＋δｓ）
１／２／（１－δｓ－Δｓ／４）　

（１７）

特别地，若参数δｓ和Δｓ满足δｓ＋５Δｓ／４＜１，则
Ψ满足鲁棒性条件：ρ＜１。

注１　条件（１）是标准的 ＲＩＰ性质，不难检验
它对任何 ｓ稀疏且支集不相交的矩阵 Ｖ和 Ｗ蕴含
不等式｜〈Ψ（Ｖ），Ψ（Ｗ）〉｜≤δ

２ｓ｜Ｖ｜Ｆ｜Ｗ｜Ｆ，但这还
不足以得到结论（１６），需要稍强的条件（２）来加
强，该性质在直观上等价于算子 Ψ对支集不相交
（从而相互垂直）的矩阵信号具有接近正交变换的

效果，“接近”的程度由新参数 Δｓ度量，Δｓ数值越
小则接近程度越高。因此，这里的近似等距性质稍

强于ｍｉｎｌ１理论中观测算子的ＲＩＰ性质。
证明　对任何一个 ｎ×ｎ矩阵 Ｍ＝［ｍ１，…，

ｍｎ］及每个 ｊ，设 ｜ｍｊ（ｉ１）｜≥ ｜ｍｊ（ｉ２）｜≥…≥
｜ｍｊ（ｉｎ）｜是第 ｊ列 ｍｊ的分量按其绝对值的降序排
序，令Ｓ０（ｊ）≡｛（ｉ１，ｊ），…，（ｉｓ，ｊ）｝是列 ｍｊ的绝
对值最大的前ｓ个分量的下标，令Ｓ１（ｊ）≡ ｛（ｉ１＋ｓ，ｊ），
…，（ｉ２ｓ，ｊ）｝是列ｍｊ的绝对值次大的ｓ个分量的下标，
如此等等。对每个ｋ＝０，１，２，…令Ｓｋ＝∪

ｎ
ｊ＝１Ｓｋ（ｊ），

显然Ｍ＝∑ｋ≥０
ＭＳｋ。首先注意到，要证明式（１７）对

所有的Ｓ均成立，只要证明其对Ｓ０成立，因此以下
对Ｓ０证明该结论。从定理的条件（１）出发：
　（１－δｓ）｜ＭＳ０｜Ｆ

２≤｜Ψ（ＭＳ０）｜
２
２

＝〈Ψ（ＭＳ０），Ψ（Ｍ）－∑ｋ≥１
Ψ（ＭＳｋ）〉

＝〈Ψ（ＭＳ０），Ψ（Ｍ）〉－∑ｋ≥１
〈Ψ（ＭＳ０），Ψ（ＭＳｋ）〉

≤｜Ψ（ＭＳ０）｜２｜Ψ（Ｍ）｜２＋

（Δｓ／ｎ）∑
１≤ｊ≤ｎ
·∑
ｋ≥１
｜ｍｊ｜Ｓ０（ｊ）｜２｜ｍｊ｜Ｓｋ（ｊ）｜２

（应用柯西不等式及定理７条件（２））
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≤（１＋δｓ）
１／２｜ＭＳ０｜Ｆ｜Ψ（Ｍ）｜２＋

　（Δｓ／ｎ）｜ＭＳ０｜Ｆ∑１≤ｊ≤ｎ∑ｋ≥１
｜ｍｊ｜Ｓｋ（ｊ）｜２

（应用定理１条件１）和｜ｍｊ｜Ｓ０（ｊ）｜２≤｜ＭＳ０｜Ｆ）
≤（１＋δｓ）

１／２｜ＭＳ０｜Ｆ｜Ψ（Ｍ）｜２＋（Δｓ／ｎ）｜ＭＳ０｜Ｆ

　∑１≤ｊ≤ｎ
（ｓ－１／２｜ｍｊ｜～Ｓ０（ｊ）｜１＋（１／４）｜ｍｊ｜Ｓ０（ｊ）｜２）

（应用对任何０≤ａｓ≤…≤ａ２≤ａ１成立（∑１≤ｋ≤ｓ
ａ２ｋ）

１／２

≤ｓ－１／２∑１≤ｋ≤ｓ
ａｋ＋（ｓ

１／２／４）（ａ１－ａｓ）
［１］和对任

何ｊ成立
ｍｉｎ１≤ｉ≤ｓ｜ｍｊ｜Ｓｋ（ｊ）（ｉ）｜≥ｍａｘ１≤ｉ≤ｓ｜ｍｊ｜Ｓｋ＋１（ｊ）（ｉ）｜

这一事实）

＝｜ＭＳ０｜Ｆ（（１＋δｓ）
１／２｜Ψ（Ｍ）｜２＋（ｓ

－１／２Δｓ／ｎ）

　∑１≤ｊ≤ｎ
｜ｍｊ｜～Ｓ０（ｊ）｜１＋（Δｓ／４ｎ）∑１≤ｊ≤ｎ

｜ｍｊ｜Ｓ０（ｊ）｜２）

≤｜ＭＳ０｜Ｆ（（１＋δｓ）
１／２｜Ψ（Ｍ）｜２＋ｓ

－１／２Δｓｍａｘｊ
　｜ｍｊ｜～Ｓ０（ｊ）｜１＋（Δｓ／４ｎ）ｎ

１／２（∑１≤ｊ≤ｎ
｜ｍｊ｜Ｓ０（ｊ）｜

２
２）
１／２）

（对最后一项中的∑ｎ≥ｊ≥１
｜ｍｊ｜Ｓ０（ｊ）｜２应用柯西不

等式）

＝｜ＭＳ０｜Ｆ（（δｓ＋１）
１／２｜Ψ（Ｍ）｜２＋ｓ

－１／２Δｓ Ｍ～Ｓ０ １＋
（Δｓ／４ｎ

１／２）｜ＭＳ０｜Ｆ）
从以上不等式两端消去｜ＭＳ０｜Ｆ后得到

（１－δｓ）｜ＭＳ０｜Ｆ≤ｓ
－１／２Δｓ Ｍ～Ｓ０ １＋（Δｓ／４ｎ

１／２）｜ＭＳ０｜Ｆ＋
（δｓ＋１）

１／２｜Ψ（Ｍ）｜２
即｜ＭＳ０｜Ｆ≤（ｓ

－１／２Δｓ Ｍ～Ｓ０ １＋（δｓ＋１）
１／２｜Ψ（Ｍ）｜２）／

（１－δｓ－Δｓ／４ｎ
１／２）。最后注意到 ＭＳ０ １＝ｍａｘｊ｜ｍｊ｜Ｓ０（ｊ）｜１

≤ｓ１／２ｍａｘｊ｜ｍｊ｜Ｓ０（ｊ）｜２≤ｓ
１／２｜ＭＳ０｜Ｆ并应用上述不等式，

就得到对Ｓ０成立的结论式（１６）和式（１７），进而两
者对任何Ｓ均成立。证毕。

４　保障鲁棒性重构的观测空间维数

　　在建立了针对各种情况的重构条件后，接下来
要解决的问题就是寻求能满足各种重构条件的观测

算子Ψ，特别是寻求这样的算子，在能够满足相应
重构条件的同时，其像空间的维数尽可能地低，也

就是在实际应用中所需观测数据尽可能地少。本节

证明ｍｉｎ· １凸优化问题在 Ψ遵循某些典型的
概率分布的情况下，只要观测空间维数超过某个下

界，问题的最优解就能以任意接近于１的概率相对
于Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数任意逼近实际的信号。

为阅读方便，在此简述所考虑的问题ＭＰ（２）ｙ，Ψ，η：
ｍｉｎ Ｚ １ｓ．ｔ．Ｚ，｜ｙ－Ψ（Ｚ）｜２≤η，其中 ｙ＝
Ψ（Ｘ）＋ｅ、Ｘ是某个未知的矩阵信号、误差满足
｜ｅ｜２≤η，Ψ：Ｒ

ｎ×ｎ→Ｒｍ。该问题的分量形式为ｙｉ＝

〈Ψｉ，Ｘ〉＋ｅｉ，ｉ＝１，…，ｍ，每个Ψｉ是彼此独立的
随机矩阵。以下分别论述其每个矩阵元遵循彼此独

立的高斯分布Ｎ（０，１）和亚高斯分布（ｓｕｂＧａｕｓｓｉａｎ）两
种情形。

４．１　宽度估计
根据 １．３节的基础理论，相关宽度指标

ｗ（Ｄ（ Ｘ １，Ｘ））的上界估计是分析随机观测情况
下信号重构问题的关键步骤之一。引理４是针对矩
阵信号和范数 · １的基本结果，明确表达出该

类信号的列稀疏度参数ｓ和列平坦度参数 ｒ如何影
响宽度，即此类信号的复杂度。

引理４　给定ｎ×ｎ矩阵 Ｘ＝［ｘ１，…，ｘｎ］，其
每列 ｘｊ至多 ｓ个非零分量，ｒ是集合｛ｊ：｜ｘｊ｜１＝
ｍａｘｋ｜ｘｋ｜１｝的基数，即具有最大 ｌ１范数值的列的数
目，于是：

ｗ２（Ｄ（ · １，Ｘ））≤１＋ｎ
２－ｒ（ｎ－ｓｌｇ（Ｃｎ４ｒ２））（１８）

特别地，对ｓ列稀疏且ｌ１列平坦信号（ｒ＝ｎ）有：
ｗ２（Ｄ（ · １，Ｘ））≤１＋ｎｓｌｇ（Ｃｎ

６）　 （１９）
其中，Ｃ是绝对常数（即与问题的任何参量无关）。

注２　以下称参量 ｒ为矩阵信号的 ｌ１列平坦
度、ｓ为列稀疏度。从式（１８）和式（１９）看到，宽度
ｗ的数值随 ｓ的减少或者随 ｒ的增大而下降，当列
稀疏度ｓ固定时，宽度对平坦信号具有最小数值。

证明　证明从１．３节定理 ３中的不等式
ｗ２（Ｄ（ · １，Ｘ））≤ＥＧ（ｍｉｎ｛｜Ｇ－ｔＶ｜Ｆ

２：ｔ＞０，Ｖ
属于 Ｘ １｝）出发，其中Ｇ是矩阵元遵循高斯分
布Ｇｉｊ～

ｉｉｄＮ（０，１）的随机矩阵。
令 Ｇ＝［ｇ１，…，ｇｎ］，其中每列是随机向量

ｇｊ～
ｉｉｄＮ（０，Ｉｎ）。由引理 １， Ｘ １中的 Ｖ＝

［λ１ξ１，…，λｎξｎ］，其中（对列经必要的重编号后）
对ｊ＝１，…，ｒ有λｊ≥０和｜ｘｊ｜１＝ｍａｘｋ｜ｘｋ｜１，对 ｊ≥
ｒ＋１有λｊ＝０和｜ｘｊ｜１〈ｍａｘｋ｜ｘｋ｜１，λ１＋… ＋λｒ＝１，
对Ｘｉｊ≠０有ξｊ（ｉ）＝ｓｇｎＸｉｊ，对任何ｉ和 ｊ有｜ξｊ（ｉ）｜
≤１。逐步展开计算得：
　ｗ２（Ｄ（ ． １，Ｘ））

≤ＥＧ（ｍｉｎｔ＞０，λｊ，ξｊ∑
ｒ

ｊ＝１
｜ｇｊ－ｔλｊξｊ｜

２
２＋∑ｎ

ｊ＝ｒ＋１
｜ｇｊ｜

２
２）

≤ｍｉｎｔ＞０，λｊＥＧ（∑
ｎ

ｊ＝ｒ＋１
｜ｇｊ｜

２
２＋ｍｉｎξｊ∑

ｒ

ｊ＝１

　｜ｇｊ－ｔλｊξｊ｜
２
２）

＝ｍｉｎｔ＞０，λｊＥＧ（∑
ｎ

ｊ＝１
｜ｇｊ－ｔλｊξｊ｜

２
２）＋

　ｍｉｎξｊ∑
ｎ

ｊ＝ｒ＋１
ＥＧ（｜ｇｊ｜

２
２）

＝（ｎ－ｒ）ｎ＋ｍｉｎｔ＞０，λｊＥＧ（∑
ｎ

ｒ＝ｊ＋１
ｍｉｎξｊ｜ｇｊ－ｔλｊξｊ｜

２
２）

（各变量ξｊ彼此无关且ＥＧ［｜ｇｊ｜
２
２］＝ｎ）
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＝（ｎ－ｒ）ｎ＋ｍｉｎｔ＞０，λｊ∑
ｒ

ｊ＝１
Ｅｇｊ（ｍｉｎξｊ｜ｇｊ－ｔλｊξｊ｜

２
２）

对每个 ｊ＝１，…，ｒ，令 Ｓ（ｊ）＝ｓｕｐｐ（ｘｊ）（因而
｜Ｓ（ｊ）｜≤ｓ），～Ｓ（ｊ）表示其补集，显然有｜ｇｊ－ｔλｊξｊ｜

２
２＝

｜ｇｊ｜Ｓ（ｊ）－ｔλｊξｊ｜Ｓ（ｊ）｜
２
２＋｜ｇｊ｜～Ｓ（ｊ）－ｔλｊξｊ｜～Ｓ（ｊ）｜

２
２。注意

ξｊ｜Ｓ（ｊ）的所有分量取值为１而ξｊ｜～Ｓ（ｊ）的所有分量取值
于区间［－１，＋１］。选择λ１＝…＝λｒ＝１／ｒ，令 ε＞
０是充分小的正数，ｔ＝ｔ（ε）是满足 Ｐ（｜ｇ｜＞ｔ／ｒ）≤
ε的正数，其中标量 ｇ～Ｎ（０，１），由高斯积分的
Ｃｈｅｒｎｏｆｆ界知 ｔ可这样选取使 ε＝ｅｘｐ（－ｔ２／２ｒ２）。
对每个ｊ和不在第ｊ列的支集 Ｓ（ｊ）中的每个行标号
ｉ，若｜ｇｊ（ｉ）｜≤ｔ（ε）／ｒ则取 ξｊ的相应分量 ξｊ（ｉ）＝
ｒｇｊ（ｉ）／ｔ（ε）（这时｜ｇｊ（ｉ）－ｔλｊξｊ｜（ｉ）｜＝０），否则取
ξｊ（ｉ）＝ｓｇｎ（ｇｊ（ｉ））（这时｜ｇｊ（ｉ）－ｔλｊξｊ｜（ｉ）｜＝
｜ｇｊ（ｉ）｜－ｔ（ε）／ｒ），于是当｜ｇｊ｜～Ｓ（ｊ）｜∞ ＜ｔ（ε）／ｒ时有
｜ｇｊ｜～Ｓ（ｊ）－ｔλｊξｊ｜～Ｓ（ｊ）｜

２
２＝０，进而有：

　Ｅ（｜ｇｊ｜～Ｓ（ｊ）－ｔλｊξｊ｜～Ｓ（ｊ）｜
２
２）

＝∫
∞

０
Ｐ（｜ｇｊ｜～Ｓ（ｊ）－ｔλｊξｊ｜～Ｓ（ｊ）｜

２
２＞ｕ）ｄｕ

＝２∫
∞

０
ｕＰ（｜ｇｊ｜～Ｓ（ｊ）－ｔλｊξｊ｜～Ｓ（ｊ）｜２＞ｕ）ｄｕ

≤２∫
∞

０
ｕＰ（ｇｊ｜～Ｓ（ｊ）－ｔλｊξｊ｜～Ｓ（ｊ）至少存在一个分量的

绝对值＞（ｎ－ｓ）－１／２ｕ）ｄｕ

≤２（ｎ－ｓ）∫
∞

０
ｕＰ［｜ｇ｜－ｔ（ε）／ｒ＞（ｎ－ｓ）－１／２ｕ］ｄｕ

≤２（ｎ－ｓ）∫
∞

０
ｕｅｘｐ（－（（ｔ（ε）／ｒ）＋（ｎ－ｓ）－１／２ｕ）２／２）ｄｕ

≤Ｃ０（ｎ－ｓ）
２ｅｘｐ（－ｔ（ε）２／２ｒ２）≤Ｃ０（ｎ－ｓ）

２ε
这里Ｃ０为某个绝对常数。另一方面：

　Ｅｇｊ（｜ｇｊ｜Ｓ（ｊ）－ｔλｊξｊ｜Ｓ（ｊ）｜
２
２）＝（ｔ（ε）

２／ｒ２）｜ξｊ｜Ｓ（ｊ）｜
２
２＋

　Ｅｇｊ（｜ｇｊ｜Ｓ（ｊ）｜
２）

＝（１＋ｔ（ε）２／ｒ２）ｓ＝（１＋２ｌｇ（１／ε））ｓ
因此

　ｗ２（Ｄ（ · １，Ｘ））≤（ｎ－ｒ）ｎ＋ｒ（ｎ－ｓ）
２＋

　ε（１＋２ｌｇ（１／ε））ｒｓ
≤ｎ２＋Ｃ０ｎ

２ｒε－ｒ（ｎ－ｓｌｇ（ｅ／ε２））
上式对任意 ε＞０均成立，取 ε＝１／Ｃ０ｎ

２ｒ就得到
ｗ２（Ｄ（ · １，Ｘ））≤ｎ

２－ｒ（ｎ－ｓｌｇ（Ｃｎ４ｒ２））＋１。
证毕。

４．２　主要结果
情形１　高斯型随机算子Ψ
将引理４同１．３节的定理２相结合，通过简单

而直接的计算就得到以下结论：

定理８　设Ψｋ的随机矩阵元Ψｋｉｊ～
ｉｉｄＮ（０，１），

矩阵信号Ｘ∈∑ｎ×ｎ

ｓ
且ｌ１列平坦，Ｒ

ｍ瓡ｙ＝Ψ（Ｘ）＋ｅ，

误差界｜ｅ｜２≤η，Ｘ是问题 ＭＰ
（２）
ｙ，Ψ，η的最优解。对

任何ｔ＞０，如果
ｍ≥ｔ＋２η／δ＋（ｎｓｌｇ（Ｃｎ６））１／２　 （２０）

其中Ｃ是绝对常数，那么 Ｐ（｜Ｘ－Ｘ｜Ｆ≤δ）≥１－
ｅｘｐ（－ｔ２／２），即ｓ列稀疏且 ｌ１列平坦的矩阵信号 Ｘ
能由问题ＭＰ（２）ｙ，Ψ，η的最优解Ｘ

在逼近误差 ｜Ｘ－Ｘ｜Ｆ
以高概率充分小的意义上被重构。

情形２　亚高斯型算子Ψ
在这种情形，将引理４、定理１结论２）和定理

４相结合，通过简单的计算就得到以下结论：
定理９　设Ｘ和 Ｘ分别是实际的矩阵信号和

问题ＭＰ（２）ｙ，Ψ，η的最优解，Ｘ∈∑
ｎ×ｎ

ｓ
且 ｌ１列平坦，观

测向量ｙ的分量 ｙｋ＝〈Ψｋ，Ｘ〉＋ｅｋ，每个观测矩阵

Ψｋ～
ｉｉｄΨ，ｋ＝１，…，ｍ，Ψ的矩阵元是亚高斯随机

变量且满足定理４中的条件１）、２）、３），α、ρ、σ
是与该组条件有关的常数。

对任何ｔ＞０，若
ｍ≥（Ｃ１ρ

４／α）（αｔ＋２η／δ＋σＣ２（ρ
６ｎｓｌｇ（Ｃ３ｎ

６））１／２）

（２１）
其中，Ｃｉ均为绝对常数，那么 Ｐ［｜Ｘ－Ｘ｜Ｆ≤δ］≥
１－ｅｘｐ（－Ｃ４ｔ

２），即 ｓ列稀疏且 ｌ１列平坦的信号 Ｘ
能通过问题 ＭＰ（２）ｙ，Ψ，η的最优解 Ｘ 在逼近误差
｜Ｘ－Ｘ｜Ｆ以高概率充分小的意义上被重构。
注３　注意由柯西不等式 ｜ｚ｜１≤ｎ

１／２｜ｚ｜２有｜Ｚ｜
２
Ｆ＝

２
２

≥（１／ｎ）２１≥ｍａｘｊ｜ｚｊ｜１＝ Ｚ １，因此式（２０）和式（２１）
显然也分别使Ｐ（　Ｘ－Ｘ １≤δ）≥１－ｅｘｐ（－ｔ

２／２）
和Ｐ（ Ｘ－Ｘ １≤δ）≥１－ｅｘｐ（－Ｃ４ｔ

２）。

注４　在略去次要项之后，上述结果均具有渐
近形式ｍＣ１（ｎｓｌｇｎ）

１／２。该界优于将向量形式的

普遍理论直接推广为矩阵信号的ｍｉｎｌ１理论所能得
到的结果，后者的渐近形式是 ｍＣ２ｎｓｌｇｎ。这一
方面缘于范数 · １较之ｌ１范数更能够准确表达

矩阵信号的稀疏—平坦特性，另一方面是缘于这里

专门针对矩阵信号、而非简单将其视为向量的分析

方法。

５　数值仿真

存在很多方式的数值仿真实验对以上得到的观

测维数ｍ、列稀疏度ｓ、矩阵信号的行／列数 ｎ的理
论关系进行验证。在此采用的基本方式是首先固定

一个随机生成的稀疏—平坦信号，通过统计在不同
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观测维数上求解 ｍｉｎ· １凸优化问题得以成功

重构原始信号的经验型概率（百分比）来进行。

用以测试的信号选取３２３２方阵信号（ｎ＝３２），
每列按均匀分布随机选取２个非零元素，每个元素
的数值按均值为１的指数型分布生成，全部元素彼
此概率独立，最后将每个元素的绝对值按其所在列

的ｌ１范数归一化，由此得到具有列稀疏度 ｓ＝２、
· １范数等于 １的稀疏—平坦矩阵信号 Ｘ。为
限制计算量，其他实验信号也按３２３２方阵形式如
上类似构造，列稀疏度分别取ｓ＝３和４。

观测算子Ψ采用分量形式Ψ（Ｚ）ｋ＝ｔｒ（Ψ
Ｔ
ｋＺ），

ｋ＝１，…，ｍ，ｍ个矩阵 Ψｋ是 ｎ行 ｎ列随机方阵，
全部Ψｋ的元素按 Ｎ（０，１）正态分布独立生成，观
测维数ｍ是在数值实验中的可变参数。

对亚高斯型观测算子的数值实验，Ψ的构造方
式同上，差别在于全部 Ψｋ的元素按亚高斯分布独
立生成，具体如 Ｒａｄｍａｔｃｈｅｒ型（数值为１的均匀
分布）和指数型等分布。

存在很多凸优化算法求解 ｍｉｎ· １问题，

例如较为高效并适合于非光滑目标函数的空间分割

型算法求解［２１－２２］。在没有观测误差的情形，最简

捷的方法是（通过补充一组线性约束式）将该问题

转化为等价的线性规划问题求解；在有观测误差且

以Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数度量误差的情形，则可以转化为
等价的二次型优化问题［１６］求解。仿真实验应用该

方法进行。重构信号和原始信号间的误差以Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ
范数度量，δ是基本控制参数，当误差小于 δ时作
为正确重构事件来统计。取δ＝０．０５ Ｘ １，实验在

每个观测维数ｍ上完整执行４００次，数值结果如图１
和图２所示。

图１是对以上几种稀疏—平坦矩阵信号通过求
解ｍｉｎ· １凸优化问题被成功重构的概率随观

测维数ｍ变化的结果，实验分别对高斯型和指数型
（典型的亚高斯型分布之一）随机观测算子来进行。

作为比较，图２是该实验在相同的参数上对相同的
矩阵信号完整执行相同次数求解ｍｉｎｌ１问题的数值
结果。

从图１和图２可看到，两者的概率曲线随观测
维数ｍ的变化形状相似，这同定理８和定理９所得
到的ｍｉｎ　· １理论的成功概率的下界与 ｍ的关
系和ｍｉｎｌ１理论结果的形式相同（除常数不同之
外）是一致的。同时从图１和图２也看到，在每种
对应的情况下，ｍｉｎ· １理论的成功概率曲线都

比ｍｉｎｌ１理论的曲线在明显更低的维数 ｍ处开始

上升。须指出的是，本文的证明方法不足以确定定

理８和定理９的结论中那些常数的大小，因此上述
实验给出的是趋势性验证，更完整的验证有赖于更

细致的理论结果。

图１　ｍｉｎ · １成功重构信号的概率与观测维数ｍ的关系
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｍａｎｄ
ｓｕｃｃｅｓｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｖｉａｍｉｎ · １

图２　ｍｉｎｌ１成功重构信号的概率与观测维数ｍ的关系
Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｍａｎｄ

ｓｕｃｃｅｓｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｖｉａｍｉｎｌ１

以上实验是针对稀—平坦矩阵信号。在实际应用

中更多类型的矩阵信号仅具有近似的稀疏—平坦特

性。采用引理４注记中的记号，用ｒ表示矩阵信号的
ｌ１列平坦度，于是ｒ＝ｎ意味着信号平坦，ｎ－ｒ（＞０）
数值越大则约不平坦。图３是通过求解ｍｉｎ· １

来重构非平坦信号的数值仿真结果，原始信号Ｘ仍
然采用前述形式，同时随机选取ｎ－ｒ个列，每列对
其中某元素减去一个幅度不超过０．１　Ｘ １的随机

正实数以破坏信号的平坦特性。以列稀疏度 ｓ＝２
且高斯随机观测算子的情形为例，对 ｎ－ｒ＝１、２、

３６５５期 田园，等：稀疏—平坦矩阵信号的重构条件



３、４、５的数值仿真结果如图３，概率曲线族具有宽
度估计式所预期的近似等间距性质（本文的证明方

法不足以确定这些理论估计式中常数的大小，因此

所得并非完整的验证）。对其他列稀疏度和亚高斯

随机观测算子（如指数型）也具有相似的结果。

图３　ｍｉｎ · １重构非平坦信号的概率与

观测维数ｍ的关系
Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｍ
ａｎｄｓｕｃｃｅｓｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｎｏｎｆｌａｔ

ｓｉｇｎａｌｓｖｉａｍｉｎ · １

６　结论

本文研究基于 ｍｉｎ· １凸优化方法重构稀

疏—平坦矩阵信号的一组充分条件。所得结果优于

将针对向量信号的ｍｉｎｌ１方法直接移植为针对矩阵

信号的ｍｉｎｌ１处理方法的结果，主要表现在第３节
的条件形式较之后者更为具体，同时第４节的界条
件也优于后者的界条件。这一方面是因为所采用的

矩阵范数 · １较之 Ｌ１范数更能准确表达稀疏—
平坦矩阵信号的结构特征，另一方面是因为这里采

用专门针对矩阵信号、而非简单将其视为向量信号

的分析方法。

本文的分析方法缩小了结论对矩阵信号的适用

范围，仅限于一类特殊结构的矩阵信号。本文认为

对不同结构特征的矩阵信号，采用特殊类型的矩阵

范数（例如对重构低秩矩阵采用核范数、对重构稀

疏—平坦矩阵信号采用 · １范数等）和分析途径

来建立相应的结果、而非总是采用 ｌ１范数，将具有
更好的针对性和实用性。这也意味着矩阵信号和高

阶张量信号重构问题的研究较之向量信号会更为复

杂和丰富。

在进一步待研究的问题中，一类是结合应用

领域中观测算子所具有的结构特征，来进一步建立

更为具体和实用的重构条件，这将特别有益于优化

第３节中的那些条件，同时也利于定出第４节结果
中某些重要常数的范围；另一类工作是结合矩阵数

值算法的丰富成果，发展相应的求解算法并应用于

稀疏—平坦矩阵信号所出现的典型问题。最后，由

于高阶张量在多源成像等应用领域中越来越多地出

现，类似问题针对高阶张量信号的情形也值得深入

研究。
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