
关 于 M 序 列
‘ :

有限域中本原元的升幂序列与M 序列的关系

欧 阳 景 正
(华 南 工 学 院 )

〔提要〕本文提出了M序列的一个新定义
,

即利用有限域 中本原元的升幂序列来定

义M序列
。

用这种方法
,

很容易推导出M序列的性质
。

本文还给出一个用模 2 加法 器合

成M序列一个平移等价类 中的全部M序列 (即不 同相位的M序列 ) 的计算方法
。

它 在设

计 不 同相位的M序列时是有用的
。

本文还推导出用于M序列设计的一些关系式
,

并指出

最多只要 (n 一 2) 个模 2 加法器便可得到任一相位的M序列
。

二元M序列是一种伪随机码
。

由于它产生容易
,

并具有良好的自相关特性等优点
沪

因而在数字通信屯测距
、

定位技术
、

自动控制等方面都很有用
。

人们对M序列作过不少

研究
。

过去都是把M序列定义为满足某些线性递归关系的线性反馈移位寄存器序列
。

按

此
,

很难推导出M序列的性质
。

笔者经过全面研究后
,

提出下述新定义
。

号“ M序列的定义
设 F ,

是有限域
,

它有q个元素
。

f (x) 是F , 上的 n 阶不可

约多项式
。

再设F , 。

是由f(x )构成的有限 域
。 a
是F , 。

的

本原元
。

它可 以由一个低于 n 阶的多项式表示
,

以 二 a 。 十 a 、x + 补 x “

+. 一
a 。 _ 、x

” 一 ‘,

系数
a 。, a , , 一

·

⋯ a 。 一 ,

是F ,

中的元素
。

显然
, F , 。

可以看作是 F , 上的 n 维向量空间
。 .

F , 。

的元素都可以 用n 维向量 表示
。

例

如
a
可以表成 向量 (a 。 , a l ,

⋯ ⋯
, “一

,
)

。

设本原元
。的升幂序列为A

;
(。 )

,

A
‘
(。乡

: 。 ‘十 ‘, a ‘+ 2 ,
·

一
a ‘十 q ” 一 ’,

⋯⋯ ( 1 )

其中 i = o , 1 , 2 ,
⋯ ⋯ q

”
一 2 0

由于。是本原元
,

它是q
“
一 1阶元素 (即砂

。 一 ‘ = 1)
,

因此向量序列 A
:

(a )是周期序 列
,

它的周期为 q
”
一 1

。

而 一周期内的元素均相异
。

由A
;
(a) 序列的第一 分量组成的序 列 称

为对应于A
‘
(“)序列的q元M序列M

* a (i)
,

或简称q元M序列
。

M
o a (i)

: a 。 “ “ ’, a 。 “
广

2 , ,
⋯ ⋯

, a 。 “ 十 ” ” 一 ‘’⋯⋯ ( 2 )

其中
a 。 ( ‘+ J) 是向量

。 ‘+ i的第一个分量
。

由于F , 。

只有q
”
一 1个非零元素

,

因此只 有q
”
一 1种

“的升幂序列
. 。

我们称这q
”
一 l个

A
‘

(a )序列 (A
。
(Q )

,
A

:

(a )
,

·

,’’
二
A

, n _ 2
(。 ) )为

。的平移等价类
。

它们对应 的M序 列

* 本文 于 19 了7年 1 1月上旬交给华南工学 院学报编辑部了后来
,

又于 197 7 年1 2月 26 日转寄到本刊编辑部
.
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也称为平移等价类
。

显然
,

它们是一些初相位不同的同一类M序列
。

号“M序列的主要特征
M序列的主要特征是它的移位相加性

。

即 不 同

相位的M序列相加仍然是M序列
。

对于二元M序

列
,

还有一个基本特 点
,

就是一个周期内
,

零的个数比 1 的个数少一
。

根据这两个特点

就可以马上推出二元M序列相关函 数为二值函数
。

而 二元M序列的一个主要优点也就在

于它的相关函数只 取两个差异较大的值
。

1
.

M序列的移位相加性 设有两个A 序列A
;
(叻

、

A
;

(a ) , 它 们 对 应 的M序 列 为

黑
A “

(i)
、

M勺(j)
。

把A
i
(仪 )和 A i (。 )对应的项两两相加

,

得到新序列A
; ; j (。),

A i 十 s(C )
: c 三+ ‘ + Q i + ’, 。 ‘+ 2 + j + 2 ,

⋯⋯
,

‘

a i 十 q 。 一 ‘ + 。 j + q n 一 ‘
· · · · · · · · ·

⋯ ⋯ ( 3 )

可以改写成

A ‘十 s(a )
:

(a ‘ + o j ) a ,

(a ‘ + 。 j ) a Z ,
⋯ ⋯

,
(a ‘ + e

.

j )。 q n 一 ‘ ,
· · · · · · · · ·

⋯ ⋯ ( 4 )

由于 a
是F , 。

的本原 元
,

假定 i子 jm o d
.

(q
。
一 1 )

,

因此元素
a ‘ + Q j必可表 成

a 的某一幂
。

设
a ‘ + a j = 。‘ ,

(o ( K ( q 一 2 )
。

于是A
‘+

)(
o )可以 写成

。“
’, 。“

2 ,
⋯

, a K + “。 一 ’ ,
⋯

或 A ; + j (a ) “ A
K
(a ) ( 5 )

于 是A K (以 )仍为
。的升幂序列

,

它对应的M序列为M
*

a( K )
。

它是由M
,

a( i)与M â (j )相加

而得到的
。

这就是M序列的移位相加性
。

2
.

M序列的平均值 下面我们证明在 A
;
(a) 的一周期内(即 q

”
一 1 )

,

M序列零 的 个

数为 q
” 一 ‘ 一 1

,
入

K

的个数为q
” 一 ‘ (K = 1 , 2 ,

⋯ ⋯
, q 一 1 ; 入K 是F , 的q 一 1个非零元素

。

)

由于 。
是本原元

,

所以A
,
(。 )的一周期内q

n
一 1个元素均为F , 。

上的不同的元素
。

.

而

这q
“
一 1个元素正好用q

”
一 1个F ,

上的 n 维非零向量表示
。

显然F , 上的n 维向量共有 q
”

个
。

第一分量为某一 固定元素棍的向量共有 q
” 一 ‘

个
。

因 此在一周期 内
,

A
;
(a) 对应的M序列

M理(i )共有q
” 一 ‘

个入
K

(K 二 1 , 2 ,
⋯ ⋯

, q 一 1 )
,

由于零向量不是A
:

序列的 元 素
,

因

此一周期内
,

M
* a (i )共有q

n 一 ‘ 一 1个零
。

}}}}}}} lll

对于二元M序列
,

一周期内 (即2
“
一 1) 共有2

”
一 1个 1

, 2
”
一 1个零

。

由上述两个特性
,

,

很容易推出二元M序列的 自相关函 数如图 1所示
。

〔1〕



关 子
4

M 序 列

各”M序列的产生
当 f(x ) 是本原多项式

,

产生M序列最容易
。

它可 以用

反馈移位寄存器产生
。

假设本原多项式为

f (X ) == b 。 + b , x + ⋯ ⋯ + b
。
x

”

⋯ ⋯ ( 6 )

图 2就是产生A ,
(a )序列的反馈移位寄存器〔2〕

‘n 个q元移位寄存器的状态正好代表F , 上

的一个n 一 1阶多项式
仪
(x )的 n

个系数 (a (x ) 二 a 。 + a , x + ⋯⋯ + a 。 一 , X
“ 一 ’

)
。

亦 即 代 表

F , 。

中的一个元素
。

假定图 2 的移位寄存器初态为
a 。

(x )铸 。
。

每移一位相 当于乘上一个

x 。

于是得到一个状态序列

仁1|人曰蛛

一尸X

A
。
(a )

: a 。
(x )

, Q 。
(x )x

, a 。
(x ) x Z ,

⋯ ⋯
, 。 。

(x ) x 几 。一 1

X(- 助 X (. 红 形妇 践.,)

-

二城十

图 2

由于f(x )是本原多项式
,

其根 x 必为本原元
,

故A
。
(x) 是本原元 x 的升幂序 列

,

而 最 左

一个移位寄存器的状态就是对应的M序列的状态
。

图 2 的电路实际上是一个有限域计算

器
,

它能够用移位的办法产生所有F , 。

中的非零元 素
。

对二元M序 列
,

图 2 可 简 化 为

图 3 的 电路
。

图 3

当: (x )是不可约多项式
,

但不是本原的
,

产生M序列的电路较复杂
。

因为此 时
x
不

再是本原元
。

例如
,

对于F Z

上的四阶不可约多项式 f(x ) 二 x ‘ + 妒 十 x “ + x 十 1
。

它不 是

本原多项式
,

因为它的根 x 是五阶元素
。

故用图 2 不能产生M序 列
。

但 是 l + x 是 本原

元
。

因此
,

用图 4 的电路可以产生 1 十 x 的升幂序列
。

蕊
。二先看图 4 a 的实线部分

,
、

它是按图 3 的方法连成的电路
。

因此对于初态
Q 。

(x) 铸。
,

每移一位相当于乘上一个
x 。

虚线的反馈相 当于每移一位加上一个移位前的元素
。

于 是

两者合起来 (得到图 4 b) 的作用
,

相当于每移一位乘上一个 (1 + x)
。

所以
,

对初态为
a 。(x )的情况

,

得到一个(1 + x) 的升幂序列

A
。
(x ) : C 。

(x )
, a 。(x ) + x a 。

(x )
,

〔
令 。 (x ) + x a 。

(x )〕 x + a 。
(x ) + x a 。

(x )
,
⋯ ⋯



信 息 与 控 制 1 0 7 8年 第 1 期 (N
o 34 )

可 以改写成
:

A
。
(Q )

: 。 。
(x )

, 口。 (x ) ( i + x )
, Q 。

(x ) (1 + x )
“

( 8 )

A
。
(a) 对应的二元序列是M序列

。

乙
_ _ _ _ . _

J 匕
_ _ _ _ _ _ _

J 乞
_ _ _ _ . _ _

」
,

、

七
_ _ _ _ _ _ _ _ .

J

图 4 a

图 4 b

县4 M 序列的线性递归关系式
设 f(x)

二 b 。 十 b , x + ⋯ ⋯

上的 n 阶 本 原 多 项式
。

b
。
x

”

是F ,

本原元
a
是

f (x )的根
。

于是有
f(a )

_

= 0
,

a ‘十 ‘f(x ) = O (i = O , 1 ,
⋯⋯ q

”
一 2)

。

a i + j+ 1 = 0 ( 9 )

·

艺间

或即

因为
: ‘+j + ’

是一个
n 维向量

,

故(9) 式实际上 一个方程组
。

以 向量形式表示
。 ‘

+j 十 ’

得

a
“

+ ’+ ’ = (a ( i + 1 + l )

0

二是

( i + , + ” ,
⋯ ,’’

一

,

吐少
”

,

)
(1 0 )

于是 (9 )式可 以写成

么
, 一

(‘+
‘

i + ’)

乙山 D 1 a K = U

j二 。
‘

其 中 K = 0 ,

注
, 2 ,

⋯ ⋯ n 一 1 ,

当 K 二 O时有

么
.

( ‘+ j+ 工)
_

之曰 D ; 仪 。 = U

j= 。

( i + 1 + 。
)

a
0

一 1 咨
.

—
) O

。 。

胃
.

( i + j+ l)

a
0

(1 2 )

于是M序列 (2) 满足线性递归关系 (1 2 )o 这就是通常定义M序列的线性递归关 系式
。

这

个关系式可用图 s a的移位寄存器电路实现
。

对于二元情况
,

得到 图 6 b的 电路
。
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于是用递归关系式定义的M序列也就可 以 由(2) 式的定义得到
。

图 s a

图

各5 F q n

上的 M
.

序列的数目

s b

从有限域的理论可知
, F , 。

上共有中 (q
”
一 1)

个本原元
。

其中侧 m )是欧拉函数
,

它等于

与 m 互 素 而 又 小 于m 的 正 整 数的个数
。

衣面上看来
,

根据定义式 (1) 和 (2 )
,

似乎有

小(q
” 一 1 )类M序列

。

但是事实上
,

这小(q
。
一 1) 种M序列中有些是平移等 价的

。

亦 即 这

中(q
“
一 l) 种M序列中每 几种都属于同一平移等价类

。

下面证明这一点
。

设
a
是F , 。

的 本原元
。

它的极小多项式必为
n
阶本原多项 式 fa( x)

。

fa( 幻的 n 个 根

组 成了
。的共扼组

: 。 , ( ” , 。 , 2 ,
⋯⋯ : ”” 一 ‘。

它们都是本原元
。

于 是根 据 (1 )式
,

由

。的 n 个共扼根构成了 n 种升幂序列
。

它们对应 n
.

种M序列 (2 )
。

我们证 明 这 n 种M序

列是平移等价的
。

设 fa (x ) = b 。 + b l x + b o x Z + ⋯⋯ + b
o
x

n
.

(1 3 )

于是fa(
“ ) = o ,

由此可推出
。升幂序列 A

;
(众 )所对应的M序 列M

A 。
(i )满 足 递 归 关 系 式

(1 2 )
。

对于
r 。 = 。 ’m

(1 毛m 肖n 一 1 )
,

它的极小多项式也是f。(x )
。

因此有

r

二
+ ‘fa (r m

) 二 o (1 4 )

或

用 向量形式表示
r ’‘ i十 ’

艺
b , r

二
· ’“ 二 。

(j s )
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r 汁矛们 二 ‘C
:
‘十’毕” e l“

’‘ ” ,

e :二:
’十” ,

。

从 (1 5) 式可得
_

(矛+
。 + 2 ) 一 1

C o 一 b
。 乙 b , C

( i + j+ J )

显然
, r 。的升幂序列A f(:

。
)对应 的M序列M

A

j二 o

(i) 满足 (1 6 )式
。

同一个递归关系式奋因此
,

M
‘ r

(i ) 与M
, 。

(i )属同一类M序列
。

(1 6 )

它 与M、
’

fi) 序 列 满 足

亦即它们是初相位 不 同

的同一种M序列
。

于是证明了
“的共扼组构成的 n 个M序列互相平移 筹价

。

对于不是共扼组 的本原元
,

显然对应于不同的极小多项式
。

因此
,

每一共扼组的几

个本原元对应于一类M序列
。

于是F , 。

上共有小(q
”
一 1 ) /n 类M序 列

。

它等于F , n

上 的 本

原多项式的数目
。

号6 M序列的采样
设 有 (2) 式 所 示 的 M

A 。

(i )序 列
,

它 是 由 (1 )式 的

A
i
(幼 产生的M序 列

。

对M
, 。

(i )进行采样
,

可 以 得 到

一些新序列
。

设采样周期为d (d < q
“
一 1 )

,

采样得到的新序列为

M d (i)
: a 。 (‘+ l) , a 。 ( i + 1 + d ) , a o (i + 1 + Z d ) , ⋯ ⋯

(1 7 )

我们证明当d与q
n
一 1互素

,
(1 7) 式仍为M序一

。

而且 当d = q “

(0 镇m < n 一 1 )时
,

所
’

得

的采样序列 (1 7) 均平移等价
。

更进一步
, 二周期为r 一 1的不同 类的M序列均可 由采样的

办法
,

从一个M序列M
A “

(i )得到
。

考察F , 。

的元素
。 d
的升幂序列 (。是本原元 ) A

二

(。勺
,

A
二

(c d )
:

.

(乙d )
‘ + 1 ,

(。 d )
匕 + 2 ,

⋯ ⋯

如 果d与q
”
一 1互素

,

则
众 d 是本原元

。

于是根据M序列的定义可知
, A

:

(c

列M 、 。 ‘ (k )
。

(1 8 )

d )对 应于M 序

M
, 。 d (k ) : a 。 ( d “ + d ) , a 。 (d · + : d ) ⋯⋯

由于。和
二 d
都是本原元

。 。 ‘十 ’

是 F , 。

中的非零元素
。

而 F , 。

中的任一非零元素均 可 以 表

成本原元
。 d 的某一幂

。

这就是说总可以找到一个k (1 ( k ( q
”
一 1)

,

使
a ’+ 1 = (Q d )

‘ + 1

(1 9 )

把 (1 9 )代人 (1 8 )得

A
:

(‘ d )
: a 直+ 1 5 a i + 1 + d , 。 i + 1 + , d ,

(2 0 )

(20 )式对应的M序列M
人。 。(k) 可以 写成

M
^ a d (k )

: a 。 (i+ ‘) , a 。 ( i+ 1 + d ) , a 。 (’+ ‘+ “ d ) ,

一 (2 1 )

它与 (1 7) 式完全相同
。

这就证明了当采样周期d与q
“
一 i互素

,

M序列的采样序 列 仍 为

M序列
。

当 d 二 q 二

(0簇 m 簇n 一 1 )
, 。 d

是
。的共扼元素

。

由 各5的分析可 知 序 列 (1 8) 的M序

列与序列 (2) 平移等价
。

最后
,

由于F , 。

上对应的全部M序列均由F , 。

上的全部本原元产生
。

而全部本 原 元

均可 由
a d (d 与 q

”
一 1互素 ) 表示

。

因 此全部不同类的M序列均可由一个M序列M
‘ 。

(i )

采样产生
。
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7 不可约非本原多项式的反馈移位寄存器
由图 2 可知

,

当移位寄存器的反馈按照本原多项式的系数来连接
,

如果 初 态 不 为

零
,

移位寄存器就能产生F , 。

上的全部非零先素矛或者每级移位寄存器都产生一个周 期

为q
”
一 1的M序列补但是

,

如果连接反馈的多项式是不可约的非本原多项式
,

那 就
’

不能

产生M序列
。

下面我们证明
,

只要初态不为零
,

.

它产生的序列的周 期都 相 同
,

而 且 是

b
”
一 1的因子

。 _ _ .

:
1

.
-

.

设图 2 的反馈连接多项式为

f(x ) = 办
。 + b , x + ⋯ ⋯ + b

。
x

” 。

它是不可约的非本原多项式
。

于是它的根 x 不是本原元占亦即它 的
.

阶p 铸 q
”
一 玩 设 初

态 为妇 (a 是本原元 )
。

于是、移位寄存器得到的序列为
‘ 一 . ,

’

A x j : Q ’, ( ’x 州 ‘ ’x Z ,
⋯ ⋯

, 。 j X , , Q , X P + ‘ ,
·

⋯ ⋯
。 ·

(2 2 )

由于 x 的阶是p ,

故 x p
一

二 1 ,
一

所以 一
一

、

卜 :
. 「

、 ‘
.

A
二

i : Q ’ , Q ’x , a ’X z ,
· 1 ·

⋯及 j x P 一 ‘、 。 ’ ,
,

:
.

’x ⋯ ⋯
。

(2 3 )

于是得到的序列以 p为周期
。

对于初态为 1
二,

.

得到的序列为

A
二 l : 1 , X , x Z ,

⋯ ⋯ x p 一 l , 1 ,
⋯ ⋯

。

(2 4 )

易知
,

A
二 l

一周期内的元素 (P 个 )构成 F气
t

兹(F 气
。

表示F , 。

中的全部非零元素
,

它 是 一

个乘法群的一个乘法子群H
。

不难看出
,

不同初态产生的序列的元素均可 构 成 H 的 陪

集
。

根据有限群埋论中的拉格朗日 (L
“g ra n g “)

_

定理
,

这些乘法子 群 (或陪集 ) 的 数

目正好是 (q
”
一 1)’/ p

。

它们都是不相交的
。

.

并且p 一定是q
”
一 1的因子、

知 同时产生 q ” 一 1 个平移等价的M序列的办法

在工程实际中
,

往往希望同时产生q
”
一 l个 (或其中若干个 ) 不同相位的M序 列

。

最直接的办法是把M序列送到峨
”
一 2级移位寄存器 中

,

每经一级移位寄存器就得到一个

相移一位 的M序列 (图 6 )
。

但是这种方法不经济
,

因为它需要q
”
一 2级移位寄存器

。

当我们只要其 中一部份M序列时 (例如只要M
* 、 (i 一 1) 和M , 。

(i一 q
“
一 2 ) )

,

如果用

l” 一 2个移位寄存器来产生这两个序列就有点浪费了
。

下面介绍一个办 法
,

它 只 需 要
。 一 2个模q加法器就能得到全部 q

”
一 1个M序列

。

如果只要其 中一部份
,

则不一定 要 用

(五一 2 ) 个模 q加法器
。

MMMMM

序序序

列列列

发发发

生生生

器器器

呱少
一

和)

图 6 (图中Y ;

表示第i级移位寄存器 )
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工
.

友馈移位寄存器各级产生不同相位的M序列 假定本原多项式f( x) 的首项系 数

为 l
。

f(又) = x 性 + b
。 _ , x

n 一 ‘ + ⋯
‘

⋯ + b , x + b 。
(2 5 )

按图 2
,

的方法接成反馈移位寄存器如图 7
。

把移位寄存器从左至右按顺序编号 为 第 。

级
、

第一级
、

⋯第n 一 1级
。

在 芍
‘

3已证明 第 。级移 位寄存器的输出是M序列M , 。(i
。
)

,

下面我们证明第 1级至第 n 一 1 级移位寄存器也产生 平 移 等 价 的 M 序 列 M
A 。

(i
,
)

,

M
‘。

(1
2
)

,
⋯ ⋯M

A 。
(i

。 一 1
)

,

并求出它们的关系‘

,b0 五 犷气 卜气
,

丁气
二

拿卜J Z 卜中一一一一州价卜 !n
一2 坛弃刁 n 一口

M
^ 。

(i
。
) M

A “
(i

:
) M

^ 。
(1

2

.)
‘

M
A 。

(i
。 一 ,

) M
。。

(i
。 一 , )

图 7

油于F ,
中任一非零元素均可以由

“的某一幂表示
,

因此 A
,
(口 )序列逐项乘以F , 甲的

任一非零元素日以后
,

所得的序列日‘A
。
(Q )仍为

“
的升幂序列

,

它所对应的M序列 与A ;
(a)

对应的M序列平移等价
。

亦即任何M序 列M
‘ 。

(i )乘以 F ,
中的非零元素仍然是同一 类 的

M序列石

写出M
* 。

(i
。
)序列和 (n 一 1 )级移位寄存器的状奄序列M

* 。

(i 一
,
)如下

,

M二 “
。

,
: a

0(
‘。十‘’

, a

0(
‘。 + ‘’

,

⋯ ⋯
,

M
· 。
‘,一 ,

: a

n(筑
+ ‘’

, a

:二
+ 2 ,

,
.

⋯⋯
。

由移位寄存器的反馈 (图 7 ) 可得如下的关系

、
.1
1卜|
IJ夕

一 b O a

n(筑
十 ‘,

一 ”。 a

于纸
十 2 ,

(2 6 )

一一一一

⋯
‘、.户、、J‘乃q曰

十十00

‘,压。.几了皿、了.、0

aa

、
J
!争牛
l
少O

b/了
、.了、、产n乙内」

十+00

.月二:二了.、0了、0

aa一一一一一一
.亦即 a (1

0 + l )
n 一 l

(i
。 + 2 )

n 一 】 (2 7 )

由此可
.

见
,

M
^ 。

(i
。
) 序yIJ 向前移一 位 再 乘 (一 1 / b 。

) 就 得 到M
^ 。

(i
。 一 ,

) 序 ylJ
。

所 以

“^ 。
(i

。 一 ;
) 是与M

* 。
(i 。) 平移等价的M序ylJ

。



关 于 M 序 列

由M序列的移位M 相加性以及上面的特性可知
,

图 7 的M
; 。

(i , )
、

‘

M
‘ 。

‘

(i
2

)
,
⋯ ⋯

M
‘。

(i
。 一 2

)均为同一类的M序 列
。

也就是说它们都是由 初态不同的
〔,
升幂序 列A

‘ , (“ )产

生的 (i = 0 , 4 ,

⋯⋯ ” 一 1)
。

由于A
。 , (a )序列完全取决于初态

“ ’
j+ ’。

根据图 7 的移 位

寄存器
,

我们可 以列出各级所对应 的A , , (“ )序列
。

第 n 一 1级 A i
。 一 ;

(a ) :
a i

” 一 1 + 、 , a i一
1 + 2 5 a i一 l + 3 -

· ‘ · · · ·

一
,

\ \

第 0 级 A i。 (a )
:

\

一 b o Q ‘“ 一 l ,

II

\
\
一 b o a

ll

i
。

一 + 1

、
- 一 b o a

ll

盆。

一 + 2
, ,

。 1 0 + 1

以 ,

a 1 0 + 2 - 。 1 0 + 3

认 ,

\
\

第一级 A i(a )
: 。1 0 一 b l 以

ll

\
\

\
i
。

一 + 1 a 10 + 1
一 b

l a

1!

i
”一 笼 + 1 , a 1 0 + 2

+ b 一a

l,

i
。 一 1 + 2

, ,

a i一+ 1 a i一+ 2 a 1 1 + 3 ,

由此可 得出
。 ’

i与
。 ’

j+ ‘之间的递推关系式
:

\、|
|
.

1
、

/11
.

|
J

J

/
a i。 + l = 一b 0 a i一

I

a i一+ l = 。

a i : + 1 二 a

1 0 一 b z a

i

一 b Z a

1 . 一 I

I n 一 l

(2 8 )

a i
n 一 : + x

a i卜 一+ 1

由这些递推关系式可以求出 i。
、

a l “ 一 ’ 一 b
。 _ , a ’” 尸 l

a I n 一 ,

1 一 、 1 2 、

一 b
。 一 : 。 1 。

一

⋯⋯ i
。 _ , 之间的关系

。

2

可知
,

向量
a ” , a ” , 。 ’” 一 ’

是F , 上的n 维向量空 间的一组基 由线性代数 的 理 论

要证明由这几个向量分量构成的n 行n 列矩阵A非奇异即可
。

(i
。
)

o ,

(1 1 )
o ,

a (i
。
)

I

a (i
一
)

a (1
0
)

a (i一)

⋯ ⋯ a (i
。
)

二 ,

⋯ a (i 一)
. 一 I

(2 9 )

(i
。 一 1 )

。
(i

。

一 )
“ 一 ,

a (i
n 一 I ) 二

, . ‘ .

a
(i

。 一 : )
。一 1

aa

;
.a

一一A

其中第j行为向量
。 ” 卜 。 = (a叹

’ , )
, a

(
‘ , )

,

⋯⋯ a

毛二{) )
。

不失一般性
,

可以假定r
’ = 1 ,

本原元
a
可以用多项式x 代表

,

a = (0
, l ,

0
,

⋯ ⋯ 0 )

于是
a 的向量形式为

(3 0 )

根据 (28 ) 式有

a ’

卜 ’ 二 一 z/ b 。“ = (o , 一 1 / b
。 , 0 , ⋯⋯ O) (3王)



决

2 2 信 息 与 控 制 1 9 了8年 第 1 期
‘

(N
o 3 4 )

用多项式表示 a
’
j得

·

一
一

‘
一 ‘

a声i 三 a (声
_

s) + a (
‘j ) x + ⋯

⋯ a(
, 门 x 一 j

n 一 1

于是

a
】+ 王二 a ‘j

. a = a (’J ) x +
,

a (毛s) x Z + ⋯⋯
O

,

1

a (
‘, )x

” 一 I + a (
’s )x

”

n 一 l

但是
n 一 l

x
” = 一

E b
:
x

“

K 二 0

故
。 ’ , + ’ = 一 a (;1}’b

。 + (al
, ” 一 a

(兰}’
b ,

)x + ‘a( )b
Z

)x
2

+.
.

⋯
:

一
z
)x 一 (3 2 )b

‘、J矛
, .口

丁
.1�

�

rt、n

a
一

、、声
-J日

.,一了‘、n

ar
、

+

从 ( 2 8 )式可得

众
+ 1 = a ’

卜 , 一 b sa ’

产
一 , 。

把 ( 3 2) 式代入上式可得

、、、
产

l一 a (
n 一 l

j
.

)b o = a ( 盈s一 r)

a

}
’ i ) 一 a ( ‘s) b

。 一 王

a

乞车
,卫一” + S (“, ”j/ b 。

( 3 3 )

盆十 j

其中 s ( k ) 二
·

{
1 当k = 0

0 当k 铸 0

; j ) 1 ; k = 0 , 1 ,
⋯ ⋯ n 一 1

。

有了上述的关系式
,

我们可以用矩阵的初等变换来证明 ( 2 9 )非奇异
,

即A 是满秩矩阵
。

根据
。 ’ 。 = 1 及 ( 3 1 )式

,

0 ,

( i 一)
,

.

a 一
( i ,

)
,
⋯⋯

0

a ( i 一)
n 一 1

A 二 ( 3 4 )

一 1 / b 。 ,
0

,

0

把 一 a

乒
‘,

) 乘第品行加到第二行
;

。 一 a

户 ) 。 。 。 。 。 。 。
三

, ;

.

把b
。 a

沪
, ,

一

) 乘第
n
行加到第二行 ;

。 b o a

并
i ,

) 。 。 材 方 。 11
,

。 三 , ;

。 二 :
) 11 11 11

Il ll “ ( n 一]
.

)行
。

a\i
。 a

息
‘一

,

) 。 ,, 。 。 泞 ; ( n 一 1 )行
;

, , b o

然后把第
n
行调到第二行并顺次把各行向下推一行

,

得到

..口.........�.....‘..百‘.,. ..,...侧..........创..........

1 ) o , :
· · , ·1 · ··

⋯ ⋯ o

O 一 1/ b
。 ,

0. · ⋯⋯ 0

l)刊场--l
.

z‘、n产t
、n

A , 二

0 , a

梦
‘“)

·
。

娇
‘:

)
’

,
⋯

二
,

a

a

( 3 5 )

⋯
a￡l些厂

’
)

洲
0 , 0
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把 ( 一 b 3 ) 乘第n 列加到第
11 ( 一 b

‘

) 1, 11 1, 11 11 11

三 列 ;

四 l, ;

11 (一 b
。 _ ,

) 1, 11 1, 11 11 11 (n 一 1 ) l, ;

然后把第”列调 到第三列
,

并顺次把各列向右推一列
。

再注意到a

:
‘。’= 。(当k > 。)就得到

O
, O ,

· · · · · , · · · · · · 1 · ·

⋯
,

一

O

一 l/ b 。 ,
O

· · · · · · · · ·

⋯ ⋯
, 0

一
?

,
a

留
,

a

乞住)
,

, ”
’

二
’

,
云(ia n

止- (3 6 )
、、矛

口
.吕

:�了吸、

a

二。
, 。

份丁
:
’

, a

;
,

一’
,

⋯
, 。

}士:
,

)

把 ( 一 b ‘) 乘第 n 列加到第
11 ( 一 b 。 ) 11 1, 11 11 11 11 11

11 ( 一 b
。 _ , ) )l 11 11 11. 11 11 1, ( n 一 1 ) 11

一 。

然后把第 n 列调到第四列
,

并顺次把各列向右推一列得到
:

0 , 0 ,

一 1/ b 。, 0 ,

.

⋯ ” 二
’ .

⋯
咨

二 ”
’ .

⋯
’ .

飞
.

,

一
0

,
0 ,

分
,

a

叹竺)
, a

}坦)
,

a

犯)
,

O
· · ·

⋯⋯
,

a

{
‘,
’⋯⋯

,

0

a

反位)
( 3 7 )

a

士:
:

)
, ·

二
。 · ·

⋯⋯
。 · · ·

⋯ ⋯ a
( i

。 一 :
)

n 一 1

重复上述的初等变换就可把A 变 成 三 角 矩 阵 A

〔a

允
, , , 〕

” 一 2 。

从 ( 5 3 )式可知

(
n 一 】) 。

它 的
一

行 列 式 为 ( 一 l/ b 。

)

因此矩阵A (
” 一 ‘) 非奇异

,

是满秩矩阵
。

一 1/ b 。
铸 0 ,

而 A (
” 一 ’) 是由A 经初等变换得来 的

,

因而 两者

的秩相等
。

组基
。

亦即A 满秩
。

这就证明了
。 ‘“ , 。 ’‘ ,

⋯ ⋯ 议 ’“一 ’
是F , 上的n 维向量 空 间 的一

3
.

M序列的合成 由于
a ’o , a ” , c

‘

’” 一 ’
是一组基

。

因此 F , 。

上的任意矢量均

可 由
a ‘’ ,

A ; 。 ( a ) ,

c 1 . 5
·

⋯
, .

口 场 一 1

1 ( a )
, ·

·

⋯ A

的线性组合得到
。

_

亦即所有的
a 升 幂序 列 A j ( “ ) 均 可 由

i
。 一 ,

(.a )线性组合得到
。

实际上
,

M序列M
* 。 ( j) 只是对应于

A j(“ ) 的第一分量
。

故 M 。 。 ( j )可由 M , 。 ( i 。 ) ,

M
‘。 ( i , ) ,

一M
^ 。 ( i 卜 : )线性组合得到

。
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设

其中C
。 ,

a J 二 C
。 a ’。 + C

l a ” + ⋯ ⋯ + C
n _ l a ‘”一 夕 ,

二 C
n 一 :

是F , 的元素
。

于是M序列M
, 。

(j )可由图 8 的电路产生
。

呱万‘
。

)

呱
* (;

.

)

呱万凡
一、

)

从 图 8可 见
,

任意的M
。 。

(j ) 序列最多只 要 n 一 1个二输入端 的模q加法器便可产生
。

对于二

元M序列
,

由于系数C
;

只取 O 和 1 两个值
,

因此最多只要 (n 一 2) 个二输入 端 的 模 2

加法器便够了
。

因为图 7 的电路至少都有一个模 2 加法器
,

它可 以用在图 8 的电路上
。

号”应 用 举 例

·

在多地址通信中
,

可以 用不同类的二元M序列作地址码
。

也可以用两类优选的M序 列 (所 谓G ol d优选对 ) 移 位 相

加得到的新序列作为地址码 〔4 〕
。

在这种通信系统 中
,

每一个通信台均需要同时产生两

种序列
。

一种是本机的地址码
,

另一种是与它通信的另一电台的地址码
。

如果用移位寄

存器产生
,

需要 2
”
一 1个移位寄存器 (因为码长为 2

”
一 1)

。

但是用模 2 加法 器 合成 的

办法
,

最多只要n 一 2个模 2 加法器就够了
。

例如
,

对于
n 二 5

。

优选对所对应 的两个本原多项式为
:

f ,
(x )

f:
(x )

1 + x Z + x 3 + x 4 + x s

1 + x 3 + x s

(3 8 )

。

(3 9 )

由这 两个多项式产生的M序列分别为M
A 。

(i )
、

M
A

产j) (。
、

日分别是它们的本原元 )
。

由它们构成的新 序 列 是 M
* 。

(i ) + M
人

0.( j) 不难看出
,

新 序列只 与差值 i 一 j有关
。

因而

可以 写成M
^ 。

(i ) + M
^
。(j) 二 S (i 一 j)

。

又因为 M
A 。

(i ) = M
; 。

(i + 2
”
一 1 )

,

所以 S (i 一 j) 二

S (2
”
一 l + i 一 j)

。

因此有 S (一 k ) “ S (2
。
一 1 一 k )

。

所以 S (k )的 k只取值 0
,

1
,

2
,
⋯

(4 0 )

、!I
J

ll/
了I

LJ

少
一一

即可
。

图 9 就 是产生 M
; 。

(i)及 M
*
。(j)的电路

O

假定 i 。 二 O
,

利用 (2 8) 式可 知
。 三。 i

n 一 ,

或 i
。 一 ; = 1 4 = 1 ;

。 i , + ‘ = a i ,
‘

或 i , = 一 1或 3 0(
’ . ’

a 一 ,

a i : + 1 == a 3 0 + a ;

a i: = a 2 9 + z ;

或。 ia = 。 林一 ‘ + l ;

日= p J毛 或 j
‘ = 1 ;

日j, + ‘ = 巨j
。

或 j
, 二 一 1 (或 3 0 ) ;

日i
, + ‘ 二 日j,

或 j
Z 二 一 2 (或2 9 ) ;

日j
‘ + , = 日j

,

或 j
。 == j

、 + 1一 2
。

(4 1 )
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置初态
0 . .

十 + 十

才

111
.

}}}r
.

{{{

理理理葬注仁占振异进乡乡
丁丁丁 TTTTT 丁丁 T }}}

图 9

把
a 及日的各次幂列于表 1

。

·

川
‘

”}
‘

·

小
·

仲
‘

⋯
:

‘

一
’

⋯引份少
’

⋯卦
、

嘿尹
仪

川
。 。

’

一 }
。

: ;}
。 + a

{
十 。 ’

{巳! {
.

p 十

仗: ⋯
。 。

}巳!:{士
十

犷咒
。

。

: {
。

: {
。

{:{
_

‘ + 仪 “ ’ 。 。 J

⋯巳; l {
+

巳:
十

里 {巳!
‘

}里广
p

:o+9 ;
』

。

: {
。

{ ⋯
“

::⋯
‘

_

+a
+ 仪 ‘

十 以 ‘
十 仪 ’

{竺: ⋯
p 十

里:
+

巳:
。

{巳!!}
p

决尸
‘
十 户

’

仪

: ⋯
以 ” 。 。 月

⋯
Q

: {⋯
‘ 十 仪

。

盯
。

⋯
1 +

巳
‘

货
‘
十阴 巴)}

‘十

巳二
。

仪

: {
‘

_

+ 少 +

叮
+ 仪 ,

{
以

: :{
。

广
。 ‘ 。

⋯巳:! {
1 十

巳
十

巳:
_ n

}任!!{{
十

巳护:
,

以

: ⋯
‘ 十 以

n+?
‘ 。

⋯
。

: :⋯
。

{
十 。 “

⋯巳
‘

:⋯{
+

犷代广
p

:
.

1份{:⋯
p +

哎
十 p

“

仪

; {
。

n+a
‘

尸
“ 』

{
Q

:{⋯
。

卜兮
” 。

{巳
‘

{⋯
协十

巳{
十

巳
‘
十 协

“

1份{{}{
+

巳:
u

: }
以

叶丫
‘
十 仪 ’

{
仪

: !!
’

一

十 仪

:
+ 仪

{ }巳{
“

{
‘十

巳
‘

+ p
“

}甘{{{巳户
p

:
』

“

)
。

}
‘ + 以

: ⋯
。

: :⋯
。 十 仪

:
十 Q “

}甘
‘

{⋯{
+

竺
_

}
协

‘ “

⋯
,

‘
+ p

’

“

:{}
Q

尸
“ J

⋯
以

: {{
‘ + 以

{ 1巳
‘

){ 犷代
。

} }
住

: :⋯
。 ‘

十

梦
’ ‘

}
Q

: ;}
“ +

叮 】任
‘

{⋯甘)
十

犷 } }
。

)引
‘ + “

呀兮
’ ,

⋯
Q

: :⋯
‘ + 。 ‘

+

兮
“ 。

⋯甘
‘

!⋯
片

‘

华
“ _

⋯⋯
以

‘ “

1
1 + 以 十 。 ‘

十 。 ”

⋯
仪“⋯

1 十 a 十 。 ‘
十 Q ‘

1
卜

‘ ’

1
1 + 卜

‘
+ 卜

“

} 1
。

{:⋯
‘ + 以 + 仪

:
」

】
Q ” “

⋯
以 + 。 2 + Q ” 十 a ‘

】登
’

{{
‘

户日土日
3

土日
‘ _

{ 1
兰 }

_
_

王土竺上f
_

_

竺
一

上
_ _ } ⋯

阵
‘ “

}1
十 协十价 + 脚 + 协门 {

一一
. . 目. . . . . . . . . . . 怜

表 1

从上表可知
Q 3 0 + 〔叱 = 。 2 + a 3 + a 4 二 以 8
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于是从 (4 0 ) 式得

1
2 + 1 二 8 或 i

: “ 7
。

Q 7 + a 二 a Z + a 3 二 a 2 2 ;

于是 1 3 主 1 二 2 2 ,

或 1 3 = 2 1
。

从图 9 可知这两个电路还可以产生其他一些序列
:

M
A 。

(3 0 ) + M
A 。

(1 ) = M ^ 。 ( 8 ) ;

M
A 。

( 7 ) + M
。 。

(1 ) = M ‘。 (2 2 ) ;

M
* 。

(2 1 ) + M
A 。

(1 ) == M
‘。

( 2 ) ;

M
。
月(2 9 ) + M

*
月(1 ) = M

‘
月( 3 )

。

把它们产生的序列写于下
:

M
A 。

( 0 )
,

M
。“

(1 )
,

M
, “

(2 )
,

M
^ 。

(7 )
,

M
* 。

(8 )
,

M
* 。

(2 1 )
,

M
A 。

(2 2 )
,

M
^
月(3 0 )

,

M
。
月(o )

,

M
人
户(1 )

,

M
人
月(2 )

,

M
*
月(3 )

,

M
人
月(2 9 )

,

M
‘
月(3 0 )

,

用一个模 2 加法器把上面的 M
, 。

( i) 序列和 M
,

彭j)序列 相 加
,

并 注 意 到 S( 一 k ) “

s (.3 1 一 k)
,

于是可以产生以下22 种 S( j)序列
。

见表 2
。

SSS ( j) 二 M
; 。

( i ) + M ^月(k )))

jjjjj 000 111 222 333 444 555 666 777 888 999 1 000 1 888 1 999 2 000 2 111 2 222 2 333 2 444 2 777 2 888 2 999 3 000

00000000000000000000000000000 777 777 777 777 88888888888888888888888888888888888888888888888iiiii OOO 111 222 111 222 777 111 000 3 000 2 999 2 999 2 111 2 111 2 111 2 111 2 111 2 111 2 222 3 000 000 OOO OOO

0000000000000000000 2 999 2222222222222 333 22222222222 3 000 2 9999999999999999999 111___ kkkkkkk 000 2 999999999999999999999 111 0000000 2 999 333 333 22222

还差 9 种 S序列
,

它们可以用 M
* 。

(王s )
、

M
* 。

(1 4 )
、

M
* 。

(2 6 )产生
,

而这三种 M
‘。

序yIJ

可 以由一组基 。“ , 。 , Q 3 4 , cl: ’ ,

衅
‘

合成
。

把余下 的 9 种 S序列列于表 3

卿 母

利用
a j= e

。 a 。 + e
, a + C Z a “。 + C 3 a ’ + C

; a Z ‘

以 及表 1可得
a ls 二 a 。 + a 3D 十 a

、
a 1 4 == a o + a + a 3 o + a 7 ;

Q 2 6 二 a o + 。 3 0 + 公 2 土 。

函

气梦’)

味尹习

咋户)

呱了
2 ‘)

一
呱

‘(‘. )

爵布
”一‘由

了 r , . 几

睁一钾叽
‘。。

图 1 0

于是利用图 10 的电路便可

产生M
A 。

(1 8 )
、

M
A 。

(14 )
、

M A 。

(2 6)
。

由此可见
,

要

产生31 种 S( j )序列 中 的

任意一个序列
,

最多只要

3 个 (n 一 2 二 3 ) 模 2
,

加

法器用来合成M
‘。

序列
,

用一个模 2 加法 器 合 成

S ( j )序列就够了
。

(下转1 0页 )
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息信号看成是确定性的周期信号或瞬态 信号
。

然而越来越多的通讯实践证明
,

系统内的

消息和噪声在大多数情况下
,

既非周期性
,

也非瞬态性
,

而实质上是一种具有概率性的

随机函数或随机过程
。

后来由于使用了统计力学中的概念
,

把概率论随机过程理论以及

广义谐波分析的数学方法应用到信息系统的研究中
,

才得出概括性很高的一些结论
,

从而

把通讯工程提高到统计科学的高度
,

因而对工程实践具有长远而深刻的指导意义
。

应该看到
:

信息论虽然发展很快
,

但不少学者还认为
,

这一理论的基本结构不能算

很完整
,

直到现在还缺乏象守恒定律类型的基本定律系
,

而这些定律是衡量各学科是否

奠定理论基础的特征
。

可能有部分不熟悉信息论的同志
,

以为信息论包含任何具体间题的解答
,

这是一种

误解
。

信息论只建立明确的概念体系
,

预指实践活动的途径
,

而不直接给出结果
。

信息论的研究
,

与很多近代学科是密切相关的 ; 如通 讯
、

雷 达
、

声 纳
、

导 航
、

遥

测
、

遥控
、

遥感
、

自动控制
、

计算机
、

信息处理技术
、

控制论以及应用数学
、

物理学
、

逻

辑学
、

生物学
、

心理学
、

语言学
、

语音学
、

仿生学等
。

由此可见
,

通讯和控制等领域的

科技工作者
,

确实需要掌握信息论有关方面的理论
。

本文仅仅是信息论 的一个 简 单 导

引
,

仅供参考
。

(上接 2 6页 )

文 献
〔1 〕万哲先

,

代数和编码
,

科学出版社
,
工9 7 6

.

〔2 〕p e t e r s o n W
.

W
. ,

一

E
.

J
.

W e ld o n J r . , E r r o r一C o r r e c tin g

C o d es , Zn d e d
。 5

M IT P r e s s ,

M a s 。 , U S A , 1 9 7 1
.

〔3 〕C a rm ieh a e l R
.

D
‘ , In tro d u etio n t o T h e T h e o ry o f G r o u p s o f F in it e

O r d e r , B o sto n , G in u a n d C o m Pa n y
.

〔4 〕G o ld 尽
. ,

o p tim a l B in a r y se q u e n c e s fo r S p r e a d Sp e c t r u m m u ltip le x in g ,

T r a n s .

IE E E , V o l
.

IT PP
.

6 1 9一 6 2 1 , 1 9 6 7
.


