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摘　要　提出了不确定线性组合系统存在分散鲁棒反馈控制器和输出跟踪器的充分条件.系

统中不确定项具有数值界, 可不满足所谓的匹配条件. 基于不确定项的数值界表达形式, 本文针对

两类不确定线性组合系统分别给出分散鲁棒控制律.对于第一类系统, 其不确定项可以是时变的,

在分散鲁棒反馈控制器作用下受控系统能以任意给定的收敛率指数渐近稳定;第二类系统中的不

确定项是时不变的, 本文给出其分散跟踪器,使受控系统可渐近跟踪给定的参考输入. �
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1　引言

近年来大系统的分散控制引起了人们的极大关注. 其部分原因是分散控制方法可以简化

系统设计及实现, 减少在线运算时间. 通过把高阶大系统分解为若干低 阶子系统, 可以对各

子系统进行独立设计, 从而得到较为简单的控制律.

在实际控制工程应用中, 常会碰到时变不确定系统的控制问题, 因而不确定大系统的鲁

棒控制在理论上和实际上都有很大意义. 在不确定系统的鲁棒控制中, 不确定项的匹配条

件
[ 1]
扮演着重要的角色. 众所周知,当匹配条件满足时不确定系统可镇定. 为了放松不确定项

的匹配条件, 人们做出了不少努力. 目前不确定项的表达形式主要有两种. 一类方法是把不

确定矩阵 �表示为 �= DFE, 式中 D , E 为已知矩阵. 矩阵 F 满足 FF
T< I , F 中的元素是

Lebesgue 可测的( Kim 等
[ 2]
) . 另一类方法是在矩阵 A 中, 把它的不确定项表示为 �A =

∑r iA i ,其中 r i 为不确定参数, 它满足�r i�< r
-( Cho i等

[ 3]
) . Gu等

[ 4]
通过一个例子表明后一种

表达式更一般些. 基于以上两种不确定项的表达形式, 已得到一些鲁棒反馈控制器存在的充

分条件.

在大系统中, 不确定项的所谓匹配条件也扮演着很重要的角色. 从目前发表的文献上来

看, 已得到的较好结果都假设系统中的不确定项满足匹配条件. 当不确定项不满足匹配条件

时, Siljak 利用矢量 Lyapunov 函数及 M -矩阵的性质, 并假设不确定项具有范数界, 得出了

稳定性的充分条件; Gong
[ 5]将不确定项分解为匹配部分和不匹配部分, 再对分解后的各部分

施加范数约束, 得出了渐近稳定的充分条件. 其它的作者(如 Chen
[ 6] )采取相应的分解形式

(如上所述的不确定项的两类表达形式) , 也得到了一些结果.

在实际线性大系统中, 不确定项往往具有数值界表达形式
[ 7]
, 可表示为���< E ,即矩阵

�中每个元素的绝对值小于矩阵 E 中相应元素, 其中 E 为非负常数阵. 不难看出这种表达形
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式与上述的第二类表达形式相类似. 相比之下, 不确定项的数值界表达形式不需要满足分解

条件, 因此就更一般些也更有实际意义. 基于不确定项的数值界表达形式, 可以去掉不确定

项分解后所附加的一些约束条件,从而有可能得到更易于实现的分散鲁棒控制器.

Ni等[ 8]研究了一类特殊的不确定线性组合系统, 得到了令人满意的结果. 其系统中的不

确定项满足匹配条件, 同时互联项也是输入匹配的. 本文将其结果推广到一般不确定线性组

合系统. 本文研究了两类不确定线性组合系统, 其中的不确定部分具有数值界, 从而去除了

匹配条件. 第二节讨论了一类系统模型的分散鲁棒镇定问题, 此类线性组合系统中的不确定

项可能是时变的. 本节的主要结果是给出了分散鲁棒控制律, 使闭环系统能以任意给定的收

敛率指数渐近稳定. 第三节讨论了另一类系统的分散鲁棒输出跟踪问题, 其各子系统中有未

知的常值干扰, 而不确定项是时不变的. 利用 Schmitendo rf和 Barmish 在文[ 9]同样的方法,

本文得到此类系统的分散跟踪器, 使闭环系统能渐近跟踪任意给定的参考输入. 第四节和第

五节分别给出了一个例子及结论.

2　分散鲁棒镇定

考虑如下不确定线性组合系统:

x
�
i( t ) = ( A ii + �A ii( w i ) ) x i( t ) + ( B i + �B i ( si ) ) u i( t ) + ∑

s

j = 1, j≠i

( A ij + �A ij ( r ij ) ) x j ( t) ( 1)

其中 i= 1, 2,⋯, s. x i∈R
n
i和 ui ( t)∈R

m
i分别为状态和控制向量. B i , A ij有适当的维数. A ii和

B i 代表名义系统, ( A ii, B i)是可控的. A ij ( j≠i )为互联矩阵. �A ij和 �B i 为时变不确定项, 它

们有如下数值界

��A ij�� D ij ,　��B i�� E i,　　i , j = 1, 2,⋯, s ( 2)

其中D ij和E i为具有非负元素的实常数矩阵, 并分别与�A ij和�B i同维. ���� �的含义是:

�eij�≤e
-
ij , i , j = 1, 2,⋯, s, eij和 e

-
ij分别为矩阵 �和 �- 的第 ij 个对应元素. 而其中的不确定参

数满足 w i∈�i� R
p
i , s i∈�i� R

q
i和 r ij∈� ij� R

k
i j , 其中 j≠i, j= 1, 2,⋯s, �i , �i 和 � ij为紧集.

在给出本节的主要结论之前,先给出如下引理:

引理 1　若 R= ( r ij )为 n阶对称实阵, 且 diag( R ) = diag ( r 11,⋯, rnn ) ,则

ndiag( R ) ≥ R

　　证明　类似证明可参见文[ 7] .

引理 2　若 n×m 阶矩阵 �A 满足��A �� D , 则

� ( D ) ≥ �A �A T ( 3)

� ( D ) ≥ �A T�A ( 4)

式中

�( D ) =
�DD

T�I , 　�DD
T�< ndiag( DD

T) ,

ndiag( D D
T) , 　　其他

( 5)

� ( D ) =
�D T

D�I , 　�D T
D�I < ndiag ( D T

D ) ,

ndiag ( D T
D ) ,　　其他

( 6)

此处�·�为最大奇异值矩阵范数.

证明　这里只给出式( 3)的证明, 式( 4)的证明是类似的.

首先证明�DD
T�I≥�A �A T

. 显然
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�DD
T�≥ ��A �A T�

所以

�DD
T�I ≥ ��A �A T�I ≥ �A �A T

由引理 1可证出

ndiag ( DD
T ) ≥ndiag( �A �A T ) ≥ �A �A T

　　接下来给出本节的主要结果.

　　定理1　对于满足以上假设的系统( 1) , 若存在正的常数 �i, �及对称正定矩阵 P i , 满足下

面的代数Riccati方程

( A ii + �I i )
T
P i + P i ( A ii + �I i ) + �iP i [ I i + ∑

s

j= 1, j≠i

( A ij A
T
ij + � ( D ij ) ) ] P i

- P i [ B iR
- 1
i B

T
i - �i� ( E i ) ] P i + �- 1

i �( D ii ) + Qi = 0 ( 7)

式中

R i =
I i

�i
,　�i > 0 ( 8)

Qi ≥ 2(∑
s

j = 1
�j ) I i ( 9)

则有如下分散反馈控制律

ui = K ix i , ki = - R
- 1
i B

T
i P i ( 10)

使闭环系统以收敛率 �指数渐近稳定.

证明　在控制( 10)下, 闭环系统可写为

x
�
i = [ ( A ii + �A ii) - �i ( B i + �B i ) BT

i ] x i + ∑
s

j= 1, j≠i

( A ij + �A ij ) x j ( 11)

考虑如下Lyapunov 函数

V ( x ) = ∑
s

i= 1
x
T
i P ix i ( 12)

V ( x )沿系统( 11)轨线的时间导数为

V
�( x ) = ∑

s

i= 1
[ x�Ti P ix i + x

T
i P ix
�
i] =

∑
s

i= 1

x
T
i [ A T

iiP i + P iA ii + �A T
iiP iP i�A ii - �iP i ( 2B iB

T
i + B i�B T

i +

�B iB
T
i ) P i] x i + ∑

s

i= 1
∑

s

j = 1, j≠i

2x T
i P i( A ij + �A ij ) x j ( 13)

注意到事实

2x T[ �TP] x ≤ x
T [ �PP + �- 1�T�] x

及引理 2, 可推出

x
T
i [ �iP iP i + �- 1

i � ( D i) ] x i ≥ x
T
i [ �iP iP i + �- 1

i �A T
ii�A ii] x i

≥ 2x
T
i [ �A iiP i] x i = x

T
i [ P�A ii + �A T

iiP i] x i ( 14)

由引理 2及式( 7) , ( 11) , ( 13)和( 14)可得

V
�( x ) ≤- 2�V ( x ) + ∑

s

i= 1
x
T
i { - Qi - [ ∑

s

j = 1, j≠i

�iP i( A ij A
T
ij + � ( D ij ) ) P i ] - �iP i�( E i) P i
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- �iP i ( B iB
T
i + B i�B T

i + �B iB
T
i ) P i} x i + ∑

s

i= 1
∑

s

j= 1, j≠i

2x T
i P i( A ij + �A ij ) x j

≤- 2�V ( x ) + ∑
s

i= 1

x
T
i { - Q i - [ ∑

s

j= 1, j≠i

�iP i ( A ij A
T
ij + �( D ij ) ) P i] + �iP i[ - �( E i)

+ �B i�BT
i - ( B i + �B i ) ( B i + �B i ) T] P i} x i + ∑

s

i= 1
∑

s

j= 1, j≠i

[ �ix T
i P i ( A ij A

T
ij + �A ij�A T

ij ) P ix i

+ 2�- 1
i x

T
j x j ] ≤- 2aV ( x ) + ∑

s

i= 1

x
T
i {Qi - [ ∑

s

j= 1, j≠i

�iP i�( D ij ) P i] + �iP i[ - �( E i )

+ �B i�BT
i ] P i} x i + ∑

s

i= 1
∑

s

j= 1, j≠i

�ix T
i P i�A ij�A T

ij P ix i + 2∑
s

i= 1
�- 1

i ∑
s

j= 1
x

T
j x j ( 15)

由假设( 2) ,引理 2及( 9)可知

- ∑
s

i= 1

x
T
i Q ix i + 2∑

s

i= 1

�- 1
i ∑

s

j= 1

x
T
j x j ≤ 0 ( 16)

- ∑
s

i= 1
�ix T

i P i�( E i ) P ix i + ∑
s

i= 1
�ix T

i P i�B i�B T
i P ix i ≤ 0 ( 17)

进而由式( 15) , ( 16) , ( 17)得

V
�( x ) ≤- 2�V ( x )

根据文献[ 10]的结论, 闭环系统将以收敛率 �指数渐近稳定.

注 1　文[ 7] 中考虑了一个集中系统模型, 而且输入矩阵 B 中无不确定项, 可视之为本

系统模型的一个特例. 此外,本文所得到的控制器的保守性要低于文[ 7]中的结果.

注 2　虽然�可任选, 但�过大将使 P i 增大, 从而使反馈增益变大, 因此应在系统性能与

反馈增益之间折衷考虑.

注 3　为选取适当的 �i , 可考虑如下算法: 先取 �i= 1, 然后解方程( 7) ; 若存在对称正定

解 P i, 便可得到鲁棒分散反馈控制器. 否则取 �i / 2再解方程( 7) . 重复以上步骤, 直到�i 小于
设定的精度值, 算法宣告失败. 但这并不意味分散反馈控制器一定不存在. 事实上适当选取

R i 和 Q i 后仍然可能得到对称正定解 P i. Schm itendor f
[ 11]举出了一个相似的例子.

注 4　从式( 9)不难看出 Q i 的选取与 �j , j = 1, 2,⋯, s 相关. 为简单起见,可大致取 Qi=

2sI i. 显然这将加大保守性. 为减少保守性, 可把如此得到的 �i 再回代到 Q i 中,然后再选取新

的 �i . 重复以上步骤, 便可逐步减少保守性.

3　分散鲁棒输出跟踪

考虑如下不确定线性组合系统

x
�
i ( t) = ( A ii + �A ii ( w i) ) x i ( t) + ( B i + �B i( s i) ) ui ( t) + ∑

s

j = 1, j≠i

( A ij + �A ij ( r ij ) ) x j + �i

y i( t ) = cix i ( t)

( 18)

其中 i= 1, 2, ⋯, s. x i∈R
n
i , ui ( t)∈R

m
i和 y i( t )∈R

l
i分别为状态, 控制和输出向量. A ii, B i 和C i

代表名义系统, 且有适当的维数. ( A ii , B i )是可控的. �i 是第 i 个子系统上的未知常值干扰.

�A ij和 �B i 为不确定项, 它们均是时不变的. 不确定参数 w i , s i 和 r ij所满足的条件同于第二

节.
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再对系统( 18)作如下假设

A 3. 1: ��A ij�� D ij , ��B i�� E i,　i, j = 1, 2,⋯, s

A 3. 2: rank
A i B i

Ci 0
= ni+ l i.

仿照Schm iterdof和 Barmish
[ 9]及 Ni和 Chen

[ 8]的做法, 可构造出如下增广系统

x
�
i ( t) = ( A ii + �A ii ( w i) ) x i( t ) + ( B i + �B i( s i ) ) ui ( t) + ∑

s

j = 1, j≠i

( A ij + �A ij ( r ij ) ) x j + �i

q�1 ( t) = cix i( t ) - y r i

( 19)

其中 i= 1, 2, ⋯, s. qi∈R
l
i和 y ri∈R

l
i分别为增广状态向量及参考输入向量.

增广系统( 19)可重写为

z
�( t ) = ( A z ii + �A zii ) z i( t ) + ( B z i + �B z i) u i( t ) + ∑

s

j= 1, j≠i

( A z ij + �A z ij ) z j ( t) + �i ( 20)

其中

z i( t ) =
x i( t )

qi ( t)
, 　A zii =

A ii 0

C i 0
, 　�A z ii =

�A ii 0

0 0
,　A z ij =

A ij 0

0 0
,

�A zij =
�A ij 0

0 0
,　B z i =

B i

0
,　�B z i =

�B i

0
, 　�i =

�i
- y ri

显然可知

��A z ij�� D zij , 　��B z i�� E zi ,　i , j = 1, 2,⋯, s ( 21)

其中D zij

D ij 0

0 0
,　E z i=

E i

0
.

由假设 A 3. 2可知增广系统( 20)的名义系统( A z ii, B z i )是可控的. 接下来引出本节的主要

结果.

定理 2　如果存在正数 �i 和对称正定阵 P i 满足如下 Riccat i方程

( A z ii + �I i ) TP i + P i ( A z ii + �I i) + �iP i[ I i + ∑
s

j = 1, j≠i

( A z ij A
T
z ij + �( D z ij ) ) ] P i

- P i[ B ziR
- 1
i B

T
z i - �i� ( E z i) ] P i + �- 1

i �( D z ii) + Q i = 0 ( 22)

式中

R i =
I i

�i , �i > 0 ( 23)

Qi ≥ 2(∑
s

j = 1
�j ) I i ( 24)

则有分散反馈控制律

ui = K ix i, 　K i = - R
- 1
i B

T
ziP i ( 25)

使受控系统能以给定的收敛率 �渐近跟踪参考输入.

证明　采用文献[ 9]中的做法, 证明可分为两部分.

( i)内部稳定性. 把分散控制律( 25)施加于系统( 20)并忽略 �i 可得闭环系统

z
�
i( t ) = [ ( A z ii + �A z ii ) - �i( B z i + �B zi ) B

T
z i] z i( t ) + ∑

s

j = 1, j≠i

( A z ij + �A z ij ) z j ( t) ( 26)
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立刻可看出它与闭环系统( 11)有相同的形式, 因此由定理 2. 1可知闭环系统( 26)会以收敛率

�指数渐近稳定.

( ii)指数跟踪. 在控制( 25)作用下系统( 20)可写为

z
�( t ) = [ ( A z + �A z ) + ( B z + �B z ) K ] z ( t ) + �= A cz ( t ) + � ( 27)

其中

A z =

A z 11 A z 12 ⋯ A z 1s

� � �
A z i1 A z i2 ⋯ A z is

� � �
A z s1 A z s2 ⋯ A zs s

,　�A z =

�A z 11 �A z12 ⋯ �A z 1s

� � �
�A z j1 �A z j2 ⋯ �A z j s

� � �
A z s1 A zs 2 ⋯ A z ss

,

B z = diag [ B z 1 ,⋯, B zs ] , �B z = diag [ �B z 1, ⋯, �B z s ] , �= [ �T1 ,⋯, �Ts ] T 和 K= diag[ K 1 ,⋯, K s ] .

同时对式( 27)的两边求导可得

Z
�( t) = A cZ

�( t) ( 28)

从步骤( i)可知 A c 是严格稳定的, 所以 Z�( t)以指数 �渐近地趋近于 0.

因为

Z
�( t ) = [ x

�T( t ) q
�T ( t ) ] T, q

�( t ) = y i - y ri ,　i = 1, 2, ⋯, s ( 29)

所以系统( 18)会以收敛率 �渐近跟踪参考输入.

4　例子

沿用前面的记号, 考虑一个可由( 18)描述的由二个三阶子系统组成的不确定线性组合系

统, 其不确定项具有数值界, 其中

A 11 =

0 1 1

0 - 0. 87 49. 22

0 0. 99 - 1. 34

, B 1 =

0 0

21. 25 - 1. 58

- 0. 71 - 0. 97

, A 12 =

0. 2 0. 2 - 0. 7

1 0. 4 0. 5

- 1 0. 3 0. 4

,

D 11 =

0 0. 2 0. 2

0 0. 2 10

0 0. 2 0. 3

, E 1 =

0 0

2 0. 15

0. 07 0. 1

, D 12 =

0. 04 0. 04 0. 15

0. 2 0. 08 0. 1

0. 2 0. 06 0. 08

,

A 22 =

0. 97 0. 51 0

- 31. 2 1 0

3. 41 - 0. 67 - 1

, B2 =

0. 5 - 5. 2

- 1. 2 1

0 0

, A 21 =

- 0. 5 0. 8 0. 7

0. 1 - 1 0

0. 8 0. 2 - 0. 2

,

D 22 =

0. 2 0. 1 0

6 0. 2 0

0. 6 0. 14 0. 2

, E2 =

0. 1 1

0. 2 0. 2

0 0

, D 21 =

0. 1 0. 15 0. 15

0. 02 0. 2 0

0. 15 0. 04 0. 04

输出矩阵为

C1 = [ 8　1　2] , 　C2 = [ - 1　5　 - 1〗

参考输入为

y r = [ 1　7] T

干扰向量为

�= [ 2　1　1　2　2　1] T
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初始条件为

Z( 0) = [ 1　 - 4　 - 2　1　4　1　1　1]
T

　　用第四节中的方法可得出分散鲁棒跟踪器. 首先可验证此系统满足( 18)中的各项假设,

同样也不难验证系统中的不确定项不满足匹配条件. 取 n= 3, s= 2, �1= 0. 4, �2= 0. 1, �i=
0. 02, �i= 0. 1, Qi= 0. 08I i, 然后求解 Ricat ti方程( 22) , 得到正定解diag[ P 1, P 2] , 其中

P 1 =

179. 9297 2. 8833 12. 0493 . 4863

2. 8833 0. 5767 5. 2107 0. 0778

12. 0493 5. 2107 237. 8694 0. 3349

4. 4863 0. 0778 0. 3349 0. 5077

,

P 2 =

57. 0713 0. 3397 0. 1070 - 0. 0023

0. 3397 22. 3375 - 1. 4302 1. 0167

0. 1070 - 1. 4302 4. 9805 - 0. 2482

- 0. 0023 1. 0167 - 0. 2482 0. 4473

再由( 25)式, 可得反馈增益 K = diag [ K 1, K 2] , 其中

K 1 =
- 21. 0859 - 3. 4218 23. 2639 - 0. 5658

6. 4974 2. 3862 95. 5865 0. 1791
,

K 2 =
- 2. 8182 2. 6635 - 0. 1770 0. 1221

29. 6431 - 2. 0571 0. 1986 - 0. 1029

　　由此得到的闭环系统将以收敛率 0. 1渐近跟踪参考输入. 输出响应按照以下 4种情形分

别示于图 1和图 2.

图 1　子系统 1的输出响应

例 1:

�A ij = D ij ,　�B i = E i;

348 信　息　与　控　制 27卷　



图 2　子系统 2的输出响应

例 2:

�A ij = D ij ,　�B i = - E i ;

例 3:

�A ij = - D ij , 　�B i = E i ;

例 4:

�A ij = - D ij ,　�B i = - E i;

5　结论

本文对不确定线性组合系统给出了分散鲁棒控制器及跟踪器, 其存在性依赖于相应的代

数 Riccat i方程的解. 系统中的不确定项可有数值界而不需满足匹配条件. 值得指出的是, 这

种表达式很有实际意义, 本文基于此表达式得到了较为简单的控制器, 除去了应用其它不确

定项表达式所带来的约束.
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DECENTRALIZED ROBUST CONTROL FOR LINEAR UNCERTAIN

INTERCONNECTED SYSTEMS

LIU Xinyu　GAO Liqun

( Dep t. of A utomat ic Cont rol , Northeast ern Univ ersity )

ZHANG Wengli
( Dep t . of A utomat ic Contr ol , B eij ing Tech nical Univ er si ty)

Abstract　In this paper , w e present sufficient condit ions for ex istence of decentr alized r obust contr oller

and t racking contro ller for lar ge-scale uncerta in system s. T he uncertaint y is value bounded and can be dissat-

isfied with so-called matching conditions. With t his r epresentation, we g iv e r obust decentralized cont ro l laws

for t wo classes o f uncer tain inter connected sy st ems. In the fo rmer , the uncer tainties may be t ime-var ying ,

and the contro lled system can converg e exponentially with a prescribed rate under the decentr alized robust

contr oller . I n t he latt er, the uncert ainties ar e time-invar iant , and w e g iv e a r obust tr acking contro ller which

guar antees the contr olled system to approach the r efer ence input exponentially .

Key words　decent ralized cont ro l, robust cont ro l, uncer tain systems, output tracking
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