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(提奚〕 本文根据多变量控制系统设计的逆乃氏 阵 列 (I NA ) 法
, 讨 论了用常数阵对 多变 量控制系统传递 函数阵

实现对角优势的同题
,

并给出了相应的判据
,

最后还给出了一种用 一阶动态阵实现对角优势 的算法
.

一 问题的提出

式中G (玄。)
、

K均为 。 “ 。 阶方阵 , "
,

”

表示求逆
。

将 K
、

G (如)分别划分为
:

K = 〔K fK百⋯ K百〕
刃

G (艺。) = 〔g
、g : 一 g

。

〕

( 2 )

式中
,
K ; ,

K : ,
,

二 ,
K

:

均为行向量且是常数
,

而

g : , g : , ‘二 ,
g

。

均为列向量且是彻的函数 , “
T ”

表示转置
。

将( 2 )式代入 ( 1 )式有
:

K z
’

K :

天
.

( 3 )

.

一口巴口09
.

助KK
·:K

�O

目前
,

多变量控制系统设计比较成熟的方

法之一是 I N A法
〔” , IN A 法的关键在于对控

制对象的传递函数阵之逆实现对角优势
,

为了

使实现对角优势所用的预补偿器简单且物理可

实现
,

常常采用常数阵作预补偿器
。

现在已有

很多方法讨论用常数阵来实现对角优势问题
,

例如
, “

伪对角化法
”
等

〔幻 , ’ 。

但是
,
这 些

方法所找出的常数阵并不能保证使控制对象的

传递函数阵之逆对角优势化了
,

况且
,

如果控

制对象的传函阵之逆本身就不可用常数阵实现

对角优势时
,

这些土作是徒劳的
。

因此
,

很有

必要研究传函阵之逆在什么条件下可以用常数

阵实现对角优势
。

另外
,
在不能用常数阵实现

对角优势时
,

讨论用动态阵实现对角优势也是

有必要的
。

基于此
,

本文提出了用常数阵实现对角优

势的判据
,

给出了一种用一阶动态阵实现对角

优势的算法
。

由( 3 )式可以着出;

!。f ,
, 二 , K

, g ,
,

,
“‘ ,q

, ‘’“ “
‘

’‘
; ‘

甘
.

、)

式中
, 。 ; :

是氛
,动 的 第 、行 第 l列元素

,

它

是扬的函数
,

刀 二

因为

臼

E
斌二 i , i 今 i

。 “
1

.

1 ”表示取模
。

二 利用常数阵实现

对角优势的料据
( S )

设多变量系统的控制对象传递 函数 阵 为

G (s ) ,

这里我们只讨论方阵的情形
。 I N A 法的

关键就在于寻找一个常数阵 K ,

使得
:

( s a )

Q ( 艺。 ) 二

为对角优势
。

Z 、 洲、

K G ( f。 ) ( 1 )

(名 , 1召‘ , }) 2 ) 刃‘!口
, , 1忿

所以在下式

}q
、 ;

{
“ 一 刀,

{口
‘ , {

’城 。

成立时
,

下式也成立

}叮
; ; ! “ 一 (刀‘

}叮
‘ , ! )

2 毛 。

从而 ,

1口, ; 1 一 名‘
】q

; , }落 o

( 5 )
、

(s a )
、

( sb )三式说明
,

*
收到水文的时间是 2 0 5 3年 , 月2 2 日

,

(sb )

在 ( 5 )式成
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立时
,

一定不能用常数阵实现对角优势
。

令
:

J ‘ = }口“ 1
2 一名

‘

}口
; ,
}
2

( 6 )

由( 4 )式可得 “
’压 ’ :

J ‘ = }K
, g ‘ }

2 一 名,
!K

‘g ,
}
2

= (K ; g ‘)(瓦花{)
r 一 名‘

(K , g , ) 扭活))
r

= K ‘9 1 9 ‘r K I T 一 ￡, K ‘g , g , T K ‘T

= K ‘{R e 〔g ‘g ‘r 〕}K厂一

一 K ‘{z
, R e〔g , g ,勺 }K ‘T

= K , 《R e〔g , g ,
勺 一 刃

‘
R e〔g , g , r 〕》K 厂

= K ‘B ‘K 厂 ( 7 )

B ‘ = R e〔g ‘g ‘
勺 一公‘R e〔g , 9 1勺 ( 8 )

由此表达式可 以 看 出
,

B ‘
是一个对称的

实矩阵
,

由前面的叙述及 ( 7 )式可得如下结论
:

结论 1 :
如 果 B ‘

为负定或负半定阵
,

则

示、) 的 第 ‘行 用 常 数阵不能实现行对角优

势
。

考虑示佃)的全部。行
,

可得如下结论
:

结论 2 :

如果至少有一个刀
‘
为负(或正 )定

或负 (或正 ) 半定阵
,

则鼠
: )在 : = 油 处不能

用常数阵实现行对角优势
。

结论 2 对于 B ‘ 为 负定或负半定阵的情况

由结论 1 及全体考虑很容易证明
。

下面来证明

B ‘
为正 (半 ) 定的情况

。

因为
B ‘ = R e〔g ‘不

r

〕一 名
‘R e〔g ,

介〕

= R e〔g ‘

妥
T 〕一 R e〔g *

不
r〕

一 刀
, R e〔g , s 一勺 ( 9 )

而

, ‘ = R e〔g :

砚
T

〕一云R e〔: ,

刃
T〕

户= 1

万勺 玉

很容易证明 R e 〔g , g , r 〕是正半定阵
,

而正

半定阵之和至少为正半定阵
,

所以由(1 1) 式着

出
: B .

在B ‘
为正 (半) 定阵时必为负 (半)定

阵
,
即如果有一个 B ‘

为 正 (半) 定阵
,

则必

有一个B ,
为负 (半) 定阵

。

事实上
,
由(11) 式

知
,

此时 B 。(k = 1
,
2

,

⋯
,
泣一 1

,
f+ 1

,

⋯
, 柞)均为

负 (半 ) 定阵 , 故不能用常数阵实 现 对 角 优

势
。

结论 2 得证
。

但是
,

是否所有的 B ; “ = 1 ,
2

,

⋯
,

的 均为

不定阵时就能用常数阵实现对角优势呢 ? 回答

是否定的
,

这很容易从( 7 )式的二次型及 ( 5 )

式着出
。

下面来讨论用常数阵实现对角 优 势 的判

据
。

令

N ‘ == }叮“ }
2 一 (刀

,

lq
‘ , })

忿 (1 2 )

= }g “ !
艺 一〔公‘l口

。 , !
2 +

+

于
‘

王几I
q ‘ ,

1lq “ .〕 (‘Za )

二
式中 ,

‘一

只
: , , , ‘ ,

于
‘ ”

只
: ,

二 ‘

名
, = 名

t 勺 二 I = 1 , t 勺 i , I 今 云

由于

于
‘

只
,
lq

‘*
11“

‘ ,
l
“ 女f

‘ 刀
,

(!口
‘,
! +

+ Iq
‘ .
1)

‘一 玉于
‘ 2 1 ( !口

‘ .
!
“ + 1口

‘ :
l
:
)

= 告名
, 名,

卜 压勺 卜

( !口
‘*
! + {q

‘ :
})

2

一 (。 一 2 )刀,
{叮

‘ ,
{
2 (1 3 )

而

!叼
‘.
!
2 + l口

‘,

1
2 《(!叮

‘.
! + !叮

‘ ,
})

2 (

2( !口
‘.

}
忿 + !q

‘:

}
名)

于是有

告刃
‘
名
‘

( }叼
‘.
}
之 + }.

‘.
}
名)

今 召今 介

簇告刀
,
名

,

毖 l 勺 介

(}叮
‘。

卜 }g
‘ :
{)

2

= R e〔9 o g t T〕一 R e〔s ‘s ‘r 〕

一工
, R e〔g , g , T〕

( 告公
, 刀‘ 2 (}口

‘ 。
}
2 + {叮“ }

2 )

(1 0 )

式中
,
‘

, 一

居
: ,

, 、 ‘, , , :

将( 9 )式与( 10 )式相加
:

B ‘ + B 。 = 一 2刀
, R , 〔g , g , r〕

‘n 一 2 ’“ Iq
‘, ,

’

‘去于
’

只
. ( lq ‘

。
, +

+ !口
‘ ,
! )

2

( 2(九 一 2 )z
‘

!叮
‘ ,

}
2

由上式很明显地可以看出
,
可以找到一个

(1 1 ) 火, o , 1《孟, . 《2 ,
使得
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专名
,
刃

,

(}q
‘。

卜 }口“ 1)
“

= 久‘。(n 一 2 )刀
,

}口
‘ ,

!
“ (1 4 )

此几; 。

是与K *
有关的

。

将式 (1 4 )代入式 (1 3 )得
:

名, 名
‘

1叮
‘

川 叮‘ ,
!

七 百勺 七

二 (六‘
。 一 1 )(n 一 2 )刀

,

{口
‘ , 】

2

再将上式代入式(1 2a) 得
:

N , =
1口

; ;
1
“ 一 名 ‘

}口
; , !

“ 一 (又‘
。 一 l )(托 一

一 2 )刀
,

1口
‘, 1

2

= K ‘B ‘K卜 K ‘谧(久* 。 一 工)(n 一

一 2 )刃
,
R e〔9 19 , T

〕}K厂
二 K ‘R ‘K 厂 (1 5 )

式中
, R ‘ = B ‘ 一临 * 。 一 1 )(。 一 2 )名

, R e〔g , g , T
〕

为一对称的实方阵
。

护、

根据 (1 2 )式
,

如果N 、> 0
,

则Q (油) 的第

i行一定是对角优势的了
,

否则就不是对角优

势的
。

于是由(1 5 )式和结论 2 及其推导可以得出

如下的用常数阵实现对角优势的判据
:

结论 3 :

控 制 对 象 的 传 递 函 数阵之逆

灰
: )在 、= 彻 点上可以用常数阵实现行对角优

势
,

当且仅当所有的

R ‘ 二 B ‘一 (几‘
。 一 1 )(件 一 2 )刃

, R e〔g , 9 sT 〕

(公= 1 , 2 ,
⋯

, n )

均为不定矩阵
。

至此
,

我们推导 出了用常数阵实现对角优

势的判据
,

实用还有一定的困难
,

因为其中有

一个与K ‘
有关的 几‘。

。

但是用结论 2 就 比较方

/ 、

便了
,

因为B ‘只依赖于 已知的G (如 )
。

这种用

常数阵实现对角优势的 判 据 有 待于进一步探

讨
,

以便得出更实用的结论
。

上面 的讨论都是对于单一的频率进行的
,

要判断某一频率范围内是否均可用常数阵实现

对角优势就相当繁琐
。

下面讨论积分形式的判

据
。

IN A 法中
,

如果控制对象的传函阵之逆在

某一频率范围内实现了对角优势
,

则可以按 单

变量系统的设计方法进行设计
,
所以我们讨论

某一频率范围内用常数阵实现对角 优 势 的 情

况
。

显然 当

!叮“ (￡。 。) 1一 刀
,

19
‘, (彻。) !) 0

(k 二 0 , 1 ,

⋯
, 朴) (1 6 )

成立时
,

下式

仁:
}。“ (‘。 ) ,“。 一

丁::
“ ,

,。
‘ , “。 , ,

d。> 0

(1 7 )

也成立
。

由于 }q
‘; (宜动 !是。的连续函数

,

所以

在 (1 7 )式成立时
,

(1 6 )式也至少在〔。
。 , 。

,

〕内

某一频段上成立
。

类似于前面的推导有
:

B ‘

一丁二:
B

、
d 。 =

丁二:
R ·〔g

‘

云
·〕d。 -

一

J二:
:

, R ·〔g ,

刃〕d。

R ;

一{: :
R ‘“。 = B 、

一 ‘“‘
。 一 ‘, (卜

一 : )(竺
·

: , R e 〔。,

盯
r〕。。 (1。)

J 毋 .

式中
,

积分表示对矩阵的每个元素积分
。

由 (1 8 )
、

(1 9 )式和结论 2 及结论 3 ,
可以

得出如下的相仿的结论
:

结论 2a
:

如果至少有一个B ‘ :
为负(或正)

定或负 (或正 ) 半定阵
,

则G (s )在 : 二
)’m

, 。。

〔“
。 , 。 :

〕上不能用常数阵实现对角优势
。

结论 3 a :

当所 有 的 R ‘ : (i 二 1
, 2 ⋯

, 。 ) 均

为不定阵时
,
G (s )在 : 二 沁

, 。《。。 , 。
.

〕内某一

频段上一定可用常数阵实现对角优势
。

三 利用一阶动态阵

实现对角优势

在常数阵不能实现对角优势时
,

我们只有

寻求动态阵来实现对角优势
,

而最简单的动态

阵就是一阶的
,

因此我们讨论用一阶动态阵实

现对角优势
,

并给出求一阶动态阵的方法
。

形如

Z 、 / 、 Z 、

K (s ) = K
。 + s K ,

￡ 之函数矩阵
,

称为一阶 动 态 阵
。

(2 0 )

式 中
,

K 、
均为常数方阵

。

的八凡
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砂八 、

同常数阵的情况
,

将<2 0 )式的 K (s ) 分 解

成如下的形式
:

.二11口

Z 、

K (s ) 二

K

K
(2 1 )

又

二 。 Z
K 孟丑

, K 孟
r + x 尝丑* K 尝

, +

+ Zo K 君C , K孟
, 一 (几l

。一 1 )(件一

一 2 ){‘ :公
/ R e〔g , g ,

勺 K :
T 一

一 山K 孟名
‘Im 〔g , 9 I T〕K里

r +

+ K尝。刀
, Im 〔s , g , 丁〕K 孟

T +

+ 。 ZK孟刀
,
R e〔9 1 9 , 勺K 孟

r }

.二.

⋯K
S十

1..月

:KK⋯K

/ 、 洲、
. Z 、

Q (主。) == K (宕。) G (玄。 ) =

+ 主。K :
) G (艺。)

产
气

(K o +

Z 、

式中
, 1簇从

。( 2依赖于K (s)
。

为了使算法实用
,

在(25 )式中取对
。

(2 2 )

于是
,

由(2 2 )式
,

类似于( 3 )
、

( 4 )式可得
:

}g
‘ , ! 二 {玄OK 二g , + K : g

,
}(卜 i

,
2

,

⋯
, 九 )

l口
。 , }

“ 二 (io K 孟g ‘ + K君g , )(玄。K孟9 1 +

+ x 尝‘, )r

= (io K孟g , + K 盆g , )

( 一 ‘。K兰, , + K忿g , )了

二。 IK孟s , s , r K 生
r + K :召

, 9 5 , K 全
r +

+ i。兀孟g , g , , K 尝
r 一

一 ￡“K rg ig , T K 孟
r

二 。 Z K 盖g ; : , r K 孟r + K全g , g , r K 尝
r +

+ 葱“K 兰〔9 i s sr 一 s , g , T〕K :
r

二 。“‘孟R
e〔g , 9 s T 〕K ;

T +

同时考虑到在某一频段〔。
。 , 0

.

〕上实现对角优

势
,

令积分指标如下
.

J付 * 上 ==

又

I: :
,。

! !
,
’‘。 一 ‘。 一 ‘’‘

仁:
“ ,“

。 , ”d“

“ K 毛

+ K尝

〔

J::
〔

仁:
j

。 ’B * d。〕K孟
r +

‘ ZK ,〔

J:
.

o c :

面〕K 廷
丁 一 (性 -

一 2 )、二 :〔

丁二:
:

, R ·〔g ‘不
·〕“。〕K :一

一 K :〔

{::
。‘, ‘m 〔g ,

不
r

〕‘。〕K ,
T +

+ K : 9 1 9 , r K 贾
r -

一 20 K孟Im 〔g ,吕 , r 〕K 呈
’

(2 3 )

+ K :〔
J二:

。‘ , ‘m 〔g ,

盯
了““。“K ,

r +

上面推导中
,

因为 虱g , r = g ,

瓦
’,

所以不。
, r

是g ,

酥
r
的共辆

,

于是 g ,

不
r 一 g ,

不
,
是纯虚数

矩阵
。

由( 6 )式及(2 3 )式可得
:

J ‘ 二 }叼
: 。
!
2 一 刀‘!叮

. , !
:

+ ; :〔

1::
。 2
‘

,
R e〔g ,

云T〕面〕K ;
r
}

(2 6)

通过变换可得
:

寿
* : = X 孟A

, : X 急
r

式中 X 卜 〔K : K兔〕

(2 7 )

(2 8 )

“ 0 2 K孟B , K孟
r + K盒B

: K :
r +

+ ZO X 贾C
. K l

r

丁: :
B 圣“ J::

。c ,

“ )
. .

(2 4 )
A 。 : 二 一 (n ~

式中
,
刃
户 二 名

。C ‘

如
r。

, .
。

,

吸 。
‘
。 七a 。

J 口 .

叭口场。
.

玉卜
户.
吸」

/l
.

l.

fee
|11

、

11;es
.
.

l
l
卜、

夕 = i , 萝勺 二

刀, R e〔g , g , r 〕面
B ‘

矩阵
。

C *

实矩阵
。

二 R e〔g 。g . r 〕一 名
‘
R e〔g , g ,勺 为对称实 一 2 )

一

【
“ ·

J 口 . 心
‘Im 〔g , g , r〕do

二 i m 〔g 。9 .
勺 一 刀

,
Im 〔g , g , , 〕为反对称

类似于 常数阵时 (1 5 )式的推导可得
:

N 、 “ }q
: 、
{

2 一 (刀
‘

{q 、 , {)
至

I: :
。:

,
: m 〔g ,

薪
,

, ‘。

{二:
。’“/

R ·〔“云
r 〕““
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至此便可将求K全
、

K童的问题综述如下
。

目标函数为

M
。 。 二

寿
. : == X 孟A

* : X 孟
r (2 9 )

约束条件为

X 兰X 兰
T = 1 (3 0 )

引入拉格朗日乘子言
。。

令

币。 = X IA ‘: X 孟
, + 君、(1 一 X tX I

T ) (3 1 )

取 叻
,
对 x 兰

T 、

乙。 的偏导数
‘5 ’

并令它们等于零

有
:

由于我们希望指标最大
,

所以应取 A 。 :
的

最大的特征值君
. 二 . 二

代入 (3 2 a )式求x 孟
。

令北从 1 到n 取值逐步按(32) 式计算
,

便可

以求出式 (20 )所示的一阶动态阵
。

很明显
,
如果 君。

。 . 二

> 0 (叱= 1
,
2

,
⋯

, 移

豁
二

2A
*

洲
r 一 2氛X ‘

r = “

馨
一 ‘一 x , X ,

T “ 0

则此法所求得的 K (: ) 在一定 的 频段上一定使
沙沪、

G (s )对角优势化了
。

华中工学院孙扬声副教授和 中国科技 大学

鲍远律老师对本文提出 了很多好的建议
,

在此

表示感谢
。
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、几J岛.J月级口叹沪.、户.、

于是有

A ‘: X 孟
T 二 舀: X 孟

T (3 2 a )

X 孟X 孟
, = 1 (3 2 b )

解 (32 a )
、

(32 b) 式的特征值/特征向量问

题
,

便可求出 x 孟
T ,

从而 由 (2 8) 式便可求出

K r
、

K爱
。

但是
,
A ‘ : 是 Zn “ Zn 阵

,

有2。个特征值
,

到底取哪一个特征值来计算特征向量 x 孟
r呢 ?

考虑要求的最优指标
:

式
* : = x 孟A

* : x 犷

= X 生层
* X I

T = 舀, (3 3 )

(上接 3 8页)

P (s ) + y (s )r (s ) = P (, )g (S ) (3
。

1 7 )

P (s )垒P(s)P
。
(s )

,

则抗干扰的跟踪系统
,

由被跟踪信号y 。
及干扰

v到跟踪误差 e 的传递函数阵为

的极小阶解的问 题
。

由 于 p (s) 与 r (s) 互质
,

r (s )与p 。 : (s )互质
, r (s )与p 。 , (s ) 互 质

,

所以

r (s )与 p (s )互质
,

即方程 (3
。

1 7 ) 的极小阶解

〔讯 (“, 虱 (S’〕=

[而嚣
)

黑雨

认
。

哀忽北于
一

1.

所以
,

抗干扰的跟踪系统的控制器设计问题又

变成求多项式方程

唯一存在
。

对给定的稳定多项式 p (s )与g (s )

6 (P (s)) = O(P(s )) + 6 (P 。 (s ) ) = n + d ,

O(g (s )) = n 一 1 ,

由(3
.

1 7 ) 的极小阶解 ( 义 (s ) , 夕(s )) 所确定的

x (s )与y (s )构成的控制器是物理能实现的
,

且

闭环稳定
,

跟踪误差 e不受y 。

与 , 的影响
。
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