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〔组共 ) 本文介绍一种在最 优控制计算 中十分有效的算法
:

微分动态规划 (D D P)方法
。

叙述了其原理
,

指出 D D P

在 两方面所 遇到的 困难 : 收敛性 的证明与处理纯状态变量约束问题
,

讨 论了有关算法收敛性的研究成果
,

最后 通过几个

例子说明D D P在不 同方面的应用
。

一 问题提出

最优控制理论产生于50 年代中期
,

以贝尔

曼 (B e n m a
n) 的动态规划与庞特里雅金 (n 。

-

H , p”双助 的最大原理为基础
。

在数学上
,

这

一理论可表述为如下形式
:

设系统动态方程为

x 二
f(x

,
u , 艺) x (t

。
) 二 x 。 t“〔亡

。 , t l〕

(1
。

1)

二为动态系统的状态向量
,

维数为n , u 为控制

向量
,

维数为m ; f为件维非线性向量函数
。

系统的性能指标为

v (x
。 ; : 。卜I::

: (x
, u ; ‘, d ‘+ F ‘““ , , ; ,

最优控制计算方法几乎与最优控制理论同

时产生
,

它是将最优控制理论与最优化方法结

合起来
,

以进行最优控制问题的数值计算
。

文

献〔1〕
,
〔2 〕

,

〔4 〕是这一领域的代表著作
,

其

中给出了许多实用算法
,

可以直接用于计算机

计算
,

文献 〔3〕回顾了最优控制计算方法的发

展历史
,

有助于对这一领域的全面了解
。

在最优控制的计算方法中
,

最著名
,

最引

人注目者
,

当推微分动态规划 (简称D D P ) 方

法
。 D D p 方法是由Ja eo bso n 与Ma y n e于1 9 6 9年

提出
。

由于这种方法在数值计算方面有种种优

越性
,

因而很有吸引力
。

本文目的 在 于 介 绍
D D P方法的基本原理

,

讨论其收敛性研究的结

果
,

最后给出几个应用例子
,

以期引起读者的

兴趣
。

tr ) (1
.

2 )

L与F为纯量非线性函数
, x 与 “ 可能还要满足

下列约束条件

g (u , t)蕊 0 (1
.

3 )

功
,
(x

, u ; 艺)毛 0 ( 1
。

4 )

功
:

(义 ; t)〔 0 (1
.

5 )

劝(x (t r ) ; 亡I ) 二 0 (1
.

6 )

其中 g ,
叻

: ,

价: ,

劝皆为非线性向量函数
,

f,

L , F , g ,

功
; ,

叻
:

与劝皆为三次可微
。

控制问题的 目的在于确定u (t )
, t 。〔t

。 .

r , 〕
,

使 V 最小
,

并满足给定的约束条件
。

上述问题出现在许多领域中
,

例如航天技

术
、

军事
、

工业
、

经济系统
、

社会系统等等
。

由于最优控制问题的复杂性
,

一般不存在解析

解
,

因此一些利用数值方法计算最优控制问题

寻求最优解的最优控制计算方法便应运而生
。

二 O OP 原理概述

D D P 是一种 逐 次逼近方法
,

它以动态规

划为基础
,

用于确定非线性系统的最优控制
。

为简单起见
,

我们仅考虑无约束情况
,

但其基

本思路与有约束情况一致
,

见〔4〕
,
〔8 〕

。

我们知道
,

最优性能指标满足下列B el lm
-

a n 偏微分方程
。

一 (aV / 。t )(x
; t ) = m in 〔L (x

, u ; t) + (V
:

(x ;

1 l

才)
,

f(x
,
u ; 亡))〕 (l

。

7 )

设最优控制u “

(‘) ; t(〔t
。 , , , 〕是未知的

,

但标称

控制 u( t) 可以得到
。

根据方程(〕
.

1) 由 u( t) 可

得标称状态轨线 x (t) ; t。〔t
。 , t , 〕

,

由 (1
.

2 )式可

以计算标称性能指标
,
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方程 (1
.

1)
,

(1
.

2 ) 与 (1
.

7 ) 可 以 通

过标称轨线写出
,

这时令

X = X + d X

朴 = 环 + d环

(l
。

8 )

(1
。

9 )

在 ( x “)处
,

最 优 性能指标为 V (二 ; t )

V (x ; t) 二 V (x ; t ) + a ( x ; t) (1
。

10 )

其中a定义为在 (二 ; t) 处最优性能指标与标称性

能指标之差
。

引进 H a m ilto n 函数

H (义
, u ,

V
: , 云) = L (x

, 杯 , t ) + (V
二 ,

f(x
, u ;

忿)> (1
。
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O 环
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V
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: :

6 二 + 告V
, : :

d劝
: ,

f(二 + 6 x ,

u + 6 u ; 亡) >〕 ( 1
。
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上式为在标称轨线邻域内的方程
,

是D D P中的

基本公式
,

由此可 以导出D D P算法中所需要的

各种关系
。

经过简单推导
,

可得下列方程
:

一 a = H 一

一 V
二

= H
x

H ( x , u ,
V

: ; 忿)

」
一

尽T H : 。 + V
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(f一
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V

二 二 = H
二 二

+ f二V
二 二

+ V
二 二

f
二 一 ( H

: 二

(H言么( H
‘ : +

在t 二 勺时
,

有

百V
: :

( J
.

1 3 )

f( x , u ; 忿) )

( 1
。

14 )

+ 了u
T V

二 二

) r

( 1
。

15 )

V ( 戈 ; 云I ) = F ( x ( 亡f ) ; t , ) ( 1
.

1 6 )

a ( t r ) = 0 ( 1
。

1 7 )

V
二

(艺I ) = F
二

( x ( t , ) ; 艺, ) ( 1
。

1 8 )

V
: :

( 亡r ) “ F 二 : ( x ( t , ) ; 才r ) ( 1
.

1 9 )

上式中
,

月:
’

表示H
.

( x , u 承 ,

V
,

; 忿) 二 o
,

其巾 u *

为使H 最小时的“ ,

并忽略V
: : :

项
。

有了这些关系式
,

我们便可以进行计算
,

计算大意如下
:
首先选择一标 称 控 制u (约 ,

t。〔t
。 , , r〕 (可猜试 )

,

由 ( 1
.

1 )式计算对应的标

称轨线 x ( 七)
,

由 ( 1
.

2 )式计算对应的V ( x 。 , 亡。)
。

然后D D P进行反向与正向运算
,

在反 向 计 算

中
,

利用边界条件 ( 1
.

2 7 ) 到 ( 1
.

19 ) 从 t , 到

t 。

对 ( 1
.

13) 到 ( 1
.

15) 反向积分
,
得到一个将

u( t) 表示为二 (t ) 的线性函数的控制律
。

这个

控制律是由一个 二 与u 的二次函数H 对 u求最小

值而得到的
, u ( t ) = u * ( t ) + 肋x ( t )

。

在

以后的正向积分中
,

应用这一控制律计算新的

状态轨线 x 与对应的性能指 标v (x . ,公。 )
,

如

果结果得到改进
,

则新的控制将 成为 下 一次

D D P迭代中的标称控制
。

如果结果没有得到改

善
,

则应用
“
步长调正法

” 。

计算重复进行
,

直到产生一个充分逼近于最优控制函数的控制

函数为止
。

D D P可以处理 ( 1
。

3 )
,

( 1
.

4 ) 与( 1
。

6 )

型的约束
,
但是在处理含有型如 ( 1

.

5) 的纯

状态变量约束时
,

十分困难
, M a yne 在〔8 〕中

曾有说明
。

我们将在另文中叙述一种能够处理

纯状态变量约束的改进型D D P算法
。

D D P方法最初提出时
,

其收敛性并没有得

到证明
。

这是一个非常困难的课题
,

我们在下

节介绍这方面取得的成果
。

三 O OP算法收敛性研究

1 9 7 5年
, p o la k 与 M a y n e

一

“, “’
研究了 n D P

型的一阶算法
,

用于求解具有控制不等式约束

的连续最优控制问题
。

他们研究的问题可表示

为
:

动态系统方程为

戈 ( t ) = f( 二( 云)
, u ( 云) ; t ) 二 ( 0 ) = x 。

( 3
.

1 )

其中x ( t ) 〔R
’ , u ( t )〔R

, , t叠T 〔〔0
, 1〕

S 二 {劣
, “ , 云!二。R

’ , 。。O
, 才。T }

性能指标为
V ( “) 二 J轰L〔x

“

( 亡)
, “( 亡) ; 七〕d 云+

+ F〔x . ( 1 )〕 ( 3
。

2 )

其中x 面
为由u 与初始条件 ( x 。 ,

0) 所得到的 ( 3
.

1)

的解
。

Pol ak 与M a y n e证明了其算法的局 部 收 敛

性
。

然而他们的算法是以最大原理为基础
,
与

〔4 〕中的一阶D D P算法也不完全相同
。

而且我
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们知道
, D D P算法通常是二阶

。

19 7 8年o hn o 〔 7 ’
提出一种新型 D D p 算法

。

他研究 了 如 下问题
:

动态系统方程为
x

。 + : = f
.

(x
。 , u .

) 托 二 o
,

⋯
,

N 一 l
,

x 。 “ 0 (3
。

3 )

性能指标为
片一 1

v =
E L .

(x
. , u .

) + L 、 (x 、 ) (3
.

4 )

⋯
约束条件为

9
.

(x
, , u

,

)簇 0 五
。

(x
. , “

。

) == 0 (3
。

5 )

o hno 证明了其算法的局部收敛性
。

然而 这 种

算法是 以K u h n 一 T u e k e r条件为基础
,

与〔4 〕中

的 D D P算法有很大差别
。

19 8 0年
, S a k a w a

等
〔. ’
研究T T 列问题

.

动态系统方程为

x (忿) = f(戈(t )
, “ (忿)

, t)
, x (t

。

) 二 x .

(3
.

6 )

性能指标为

V ‘“ ) =

!:l.
L〔X (: )

, 。(。) , ,〕‘, (3
.

7 )

约束条件为
“ (落)〔U 言〔〔‘

。 , t : 〕

他们提 出 了 一种 算法
,

该算法类 似 于 一 阶

O D P但基本上以最大原理为基础
。

在算法中应

用了Ja rm ar k 提出的收敛控制方法
,

并研究了

算法的全局收敛条件
。

2
.

在非锐性今橄洲拼中的应用
’。’

解非线性参数测辨问题需要用迭代方法
。

固定区间测辨可以化为使一个适当的性能测量

指标在动态约束下的最小化问题
。

这与最优控

制问题等价
,

可以用D D P对这一问题求解
。

评

价一种方法的优劣
,

关键在于比较其 参 数 估

计
。

常用的方法为非线性最小二乘法
,

即所谓

输出误差法(O E M )
,

其中不考虑过程噪声
。

与

O E M相比
,
D D P在几乎全部实验系统中

,

都得

到重要的改进估计 此外
,
D D P在加入Ja rm ar k

的收敛控制原理之后
,
保证了算法的良好收敛

性质
,

这对于有效的数值计算是十分必要的
。

3
。

多级水库联合运行问且
〔“ ’

用其他方法计算水库的联合运行
,

最多能

做到四水库
,

而用D D P ,

可以轻而易举地处理

十水库联合运行
,

D D P可以计算40 维状态 向量

与控制向 t 的最优控制问题
。

五 结 论

四 O D p算法的应用

D D P方法自19 6 9年问世以来
,

已有 10 余年

历史
。

由于在数值计算方面的种种优越性
,

如

在LQ P问题中
,

表现了一步收敛的性质
,

而在

非LQP中
,

在最优轨线的邻域
,

收敛迅速
,

算

法中包含步长调正方法
,

节省计算机的计算时

间等等
,

而得到广泛应用
。

D D P方法既可用于

连续系统
,

也可用于离散系统
。

关于算法收敛

性的证明
,

至今还没有得到令人满意的结果
。

. 带 文 欲

1
.

火扮搜翻问一
‘’

D re yfu s 研究了下列问题
,

在固定时间将

火箭发射到给定高度
,

最终垂直速 度分 t 给

定
,

使最终水平速度分t 最大
。

设控制 “ 为火

箭推力对水平方向的倾角
,

现在要选择 “ ,

使

最终水平速度分且在给定约束条件下最大
。

应

用D D P解这一问题
, 6 次迭代即得到所钻结果

,

在 IBM 7 o , o 计算上用 T 一分钟时间
。

D r e y吏u s

用一阶方法解这一问题
,

达到同样结果需29 次

迭代与三分钟计算时间
。
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《动态系统分析及其应用一建撰
、

泣波
、

预报
、

控制断方法与程序库 》征订启事

该书以时间序列分析方法与状态空间方法结合
,

研究离散时间动态系统的辨识
、

滤波
、

预报
、

平滑和控 制

问题
。

书中总结了作者近几年的理论和应用成果
,

特别是作者参加国内许多面向实际的研究工作成果
,

并且 其

中一些已获得推广应用
。

同时也介绍了国际上近几年的有关理论和新结果
,

内容按数学棋型
、

仿真结果
、

应 用

实例
、

程序清单
、

计算结果和程序使用说明的次序排列
。

程序皆用B A sl c 语言编写
,

并在一般微机 (如 z
一

8 。
、

T R s
一

s0
、

人PPLE 等 )上实现
,

很容易推广使用
。

该书内容
、

方法适于广泛的领域
,

如石油
、

化工
、

轻工
、

通信
、

冶金
、

电力
、

制导
、

航空
、

航夭
、

海洋研究
、

能源
、

水文
、

气象
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