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〔提要 ) 奇异值分解法是数值计算中的一个重要方法
,

目前在控制领域 中正在得到 日益广泛的使用
。

本文

概要说明
,

在数字计算机上进行运算时
,

计算结果受机器浮点数系统精度 的影响
,

其 程度与计算问题本身是病态

或常态
,
以 及所 用计算方法是否稳定有关

。

进而说 明奇异值分解法是 一种非常有效的数值方法
。

介绍了奇异值

分解定 理
,

奇异值和奇异向量的一些基本性质
。

最后说 明奇异值分解法在系统辨识和控制设计中的若干应用
。

数字计算机上所用的一组浮点数 F可用如下参

量表示〔6 )
:

基数 日 (在二进制中等于 2 )
,

精

度 t 和指数
e 的范围〔L

, U 〕
。

在浮点数系统 F

中
,

任一浮点数 y 可表示为

夕 二 士 (d
,

/日
’ + d Z

/日
2 + ⋯ + d

:

/日
’

)日
七

( 1 )

这里
,

整数 d ,

⋯
, d

:

满足

0毛 d ;

( 日一 1 (i二 1 ,

⋯
, 亡)

指数
。
满足

L 簇 e簇 U

浮点数集合F是一个不连续的有限集
,

它

只有 2 伟 一 I邓
’ 一 ’

(U 一 L + 1 ) + 1个数
。

因此
,

并不是任何实数都可用浮点数精确表示的
。

譬

如十进制中的实数1 / 1 0在二进制中要用无穷循

环小数来表示
:

1 / 1 0 = O/ 2 毛+ 0 / 2
“ + O/ 2

“ + 1 / 2
‘

+ 1 / 2
” + 0 / 2

“ + 0/ 2
7 + ⋯

当浮点数精度为 t 时
,

上式右端到 亡项后就终

止 了
。

设实数为
x ,

其最精确的浮点数为 fl (x )
,

则实数 x 在浮点数中表示的相对精度为

}〔fl(
x ) 一 二〕/

x
l( (1 / 2 )日

’ 一 ’

( 2 )

所以
,

日
‘一 ’

可以作为对机器相对算术精度的一

个估计
。

精确的机器精度与日
‘一 ’

有关
,

也与一

些复杂细节 (如舍入的形式 ) 有关
,

下面给出

几种数字计算机浮点系统的数据
。

已 苗 毛 U 日1 -

1
。

4 9 x 1 0

1
。

4 9 x 1 0

1
。

1 9 x 1 0

〕:
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一 引 言

在控制工程领域中
,

奇异值分解法 (s v D
-

s i n g U‘la r v a lu e D e e o m p o s it io n ) 正成为一句

时髦话
。

K le m a 和 l a u b。〕在 1 9 8 0 年曾预 言
:

在今后 5 至10 年内
,

奇异值分解法将成为控制

和系统工程 (特别是线性系统 ) 的最重要的研

究工具之一
。

奇异值分解法最早来源于数值分析
,

特别

是数值线性代数
。

”世纪 70 年代 B el tr a m i 和

JO r
而n 〔“〕首先对实正方矩阵建立了奇 异值分

解法
,

以后 A ut o n n e 〔3 ) 对复数正方 矩阵
,

E c k e r t 和 Y o u n g 〔4〕对长方矩阵建立了奇异值

分解法
。

奇异值分解法之所以在控制工程中得

到 日益广泛的应用
,

是因为控制系统走向高级

和复杂
,

如对多变量控制等问题的研究
,

必然

导致对矩阵计算问题的重视
。

另一方面
,

由于

数字计算机的 日益推广
,

也引起了人们对计算

的精度和算法的稳定性等问题的关心
。

我们可

以看到
,

一方面数值计算和软件专家的研究成

果在控制工程中得到了应用
,

另一方面
,

不少

控制工程中的问题又刺激了对数值计算方法和

软件的研究
,

如对可控阵和可观测阵秩的计算

研究〔5〕
。

二 浮点计算和算法的

稳定性问题

不是任何实数都可以在数字计算机上精确

地表示出来
,

由于舍入和截断
,

只能近似地表

示
。

因此控制系统的模型参数和输入输出数据

的表示有误差
,

计算也就不能精确地实现
。

在
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.
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收到本文 的时问是1 9 8 2 年1 月3扫
。
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下面谈谈计算问题的灵敏度和算法的稳定

性问题〔
7〕

。

有些计算问题对数据的误差非常灵

敏
。

这是计算问题本身具有的性质
,

与所用的

算法无关
。

我们用 厂表示一个计算问题
,

d 表

示数据
, d 任D

,
D 是某个数据的集合

。

厂(d) 就

是对 d 的计算结果
。

在实际中
,

我们只有 d 的

近似表达值 d*
,

则当 f(d) 与 f(d
*
) 相差很远

时
,

我们称这个计算问题是病态 的或者对数据

是灵敏的 ; 当 f( 即 与 f体
*
)接近时

,

则称为是

常态的或对数据是不灵敏的
。

设 厂
*

表示执行

计算问题
.

厂的一种算法
。

我们不能要求一种算

法运用到病态的计算问题上可以得到 比数据所

保证的精度还高
,

但算法本身
·

不应该 引进误

差
。

所以
,

我们要求算法f*
,

当 d* 二 d 时
,

有

f
*
(d )澎 f(d

*

)

这里
,

厂(d* ) 是数据扰动后的精确解
,

这样的

算法称为是稳定的
。

当稳定算法应用到常态问

题时
。

f
*

(d )澎 f(d
*

)二 f(d )
。

图 1 表示稳定的

算法应用到常态问题
,

图 2 则表示稳定的算法

应用到病态问题
。

的行列式是 (一 1 )
”

也不等于零
。

但实际上这个

矩阵却是非常接近于奇异的
。

当输入 X T 二 〔1
,

1 / 2
,
⋯

, 1 / 2
“ 一 ‘
〕时

,

得到趋近于零的输出 b
。

因此
,

特征值不是对矩阵接近奇异性的可靠度

量
。

在控制理论中
,

特征值不是对稳定裕度的

可靠度量
。

进一步
,

如果矩阵的元受到扰动
,

例如把第一列的每个元加上 1 / 2
” 一 ’ ,

我们可以

得到一个精确的奇异矩阵
。

因此
,

特征值对这

个矩阵参数的变化是敏感的
,

即是一个病态问

题
。

奇异值则没有特征值 的这些缺点
。

2
.

奇异值分解定理〔
1 ,

7〕

设 A 任R m ’ ” ,

则存在实正交矩阵 U 任R m ’ m

和 V 任R
” ’ “ ,

使 A 可分解成

A = u习 V T ( 3 )

这里

/ S

万 二 吸
_

\U ) ( 4 )

S = d ia g (0
, , a : ,

⋯
, o r

) ( 5 )

而
0 ,

) 。 2

) ⋯弄 Q ,

> 0

证明
:

因为A T A 是半正定的
,

它的特征值

入;

(A T A ) 是非负的
,

设可表示为 时
,

时
,
⋯

,

Q 乏
,

而
a ,

) Q :

)
· ‘ ·

) Q r

) 0 , a : 十 , = ⋯ = a 。
二

0
。

即 a ‘ 二 了入
‘
(A T A )

,
i = 1 , 2 ,

⋯
, n 。

设
IJ I , u : ,

⋯
, u 。

是相应于
o
号

, o 盆
,

⋯
, a 念的一组正

交向量
。

V
、 = (u

, , u Z ,
⋯

, U :

三 矩阵的数值秩和奇异值分解

1
.

矩阵的数值秩

在辨识和控制问题中经常碰到决定某个矩

阵秩的问题
,

而奇异值分解法是目前决定秩的

唯一可靠方法
。

考虑下面的线性方程组A X 二 b

而

则当 S

V : = (u
, * 、, u : + : ,

⋯
, 1J 。

V 二 (V
、 :

V
Z
)

= d ‘a g (a
, , a Z ,

⋯
, o r

)时
,

有

(A T A )V
; = V

: S “

、

、l||
.

||l
护/

廿

一一 1 1 ⋯ 1

\
、

\
、

’

\ l

1 / 2

1 / 2
”一 ‘

由此可得

S
一 ’

V TA
T A V

: S
一 ’ = I ( 6 )

同理
,

(A T A ) v Z = v : o ,

所以
, v 百A

T
、

A v Z

= 0 ,

即 A V
: = 0

。

令 U ‘ “ A V
, S

一 ‘ ,

则 由( 6 )

式
, U万U

; = I ,

所以 U
,

也是正交的
。

再选择

U : ,

使得 U = (U
I :

U Z
)是正交的

。

这样

Z厂l|
.

|||
es\‘lles

!
.
.

es

|l|
es

口·

Av
二

C
二

C

;)
A ‘V

l , v Z
’

、、.口了ZC石公TA V

百A V

U TA V

、、|
护

|
1

1
|J/

廿

�
UnU⋯
�
O

丫�丈
\

!|
.

/
.
.几吸.人、人

一一l
0nn

邝邝⋯

,土�月,主11
一一一/|||!

.

!!
、
、

厂!
||

一 1/ 2

矩阵A的特征值全部等于 一 I ,

离开零很远
? 人 U 百A v
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S

百U
: S

( 7 )

在推导 ( 7 )式中
,

利用了事实
: A V : 二 O

,

以

及U , , U Z

正交
。

由 ( 7 )式马上可得到 ( 3 )式
,

即 A 二 U艺V T 。

当A 是复数矩阵 (在多变量系统频率法中

经常遇到复数矩阵 )
,

设 A 任C m 盆 “ ,

则有

人 = U 叉V H
‘

(7 尹)

这里
,

习与 ( 4 )式相同
,

但 U 和 V 是酉矩阵
,

H 表示 复共辘转置
。

式 ( 3 )或 (7 ‘)称为 A 的奇异值分解
。

量
a , , a Z ,

⋯
, a r

以及 a r + 、 = ⋯ = o 。 = 0 叫做 A 的

奇异值
。

U 的列称为 A 的左奇异向量 (AA T
或

A A H的正交特征向量 )
,

V 的列称为 A 的右奇

异向量 (A T A或A H A 的正交特征向量 )
。

非零

奇异值的个数
r
决定了矩阵 A 的秩

,

即

r = r a n k (A ) ( 8 )

、

但是
,

在实际数值计算时
,

由于数据本身的

精度以及计算机浮点计算的精度
,

我们常不能

清晰地得到
,

从奇异值排列中某一个开始起
,

所有的奇异值精确地为零
。

为此规定一个容差

(零闭) T > 。,

当奇异值
a < 下时

,

认其为零
。

矩阵的数值秩就等于所有大于
: 的奇异值的数

目
。 下 可 以有不同的表述方法

,

但它应反映数

据的精度和计 算机的精度
。

例为
, T
可写成〔

“〕

T = △
. Q I

这里
, a ,

是最大的奇异值
, △ 是相对误差容

限
。

例如
,

已知数据只精确到三位有效数字
,

则可令 △ = 1 0
一 “ 。

如果数据是精确的
,

则 , 就

应该反映计算中的舍入误差
。

显然
,

最小的奇

异值 a ,

还给出了矩阵秩离
r 一 1 的距离

。

因为
o :

的值与比例尺的选取有关
,

所 以
o r

加
,

将更

能反映矩阵秩离
; 一 1 的距离

。

因为 a ; 二 甲入
‘
(A T A )

,

也许有人会想到

用计算 A T A 的特征值的方法来计算奇异值
,

但从数值计算的角度来看
,

这不是一种好办法
。

幸运的是
,
现在已有很有效的算法和现成的程

序来计算奇异值和奇异向量
。

例如 S V D 〔的
,

E ISP A C K 中的子程序M IN FIT 和 S V D 〔8
、

9 )和

L IN PA C K 〔10 〕
。

3
。

奇异值分解法的一些性质

(1) 奇异向量的分解〔的 (子空间的分解 )

A 的零空间是
x 的集合

,

满足 A x = O
。

A 的

值域是b的集合
,

满足A x 二 b有一解
X 。

由式 ( 7 )

可得

八U八ljS
八”

‘‘、了
,

A 一 ‘U
l ,

U Z
,

(
o

丫:、
0 , 、V 言,

A (V x , V :

) = (U
: S , 0 )

或
’

A V
, = U , S ( 9 )

A V
: = 0 (1 0 )

由式 ( 9 )和 (1 0 )可知

a 。

V :

是 A 的零空间中的正交基
。

b
。

V
;

是 A 的零空间的正交补空间中的

正交基
。

’
c

.

u , 是A 的值域中的正交基
。

、

d
.

姚是A 的值域的正交补空间中的正交

基
。

(2 ) 奇异值的一些性质〔
1 1

、

1 “〕

为书写简便起见
,

令
a = al’一

a 。 。 : , a =

o 。 , 。 。

下面列出奇异值的一些性质
:

a . “ , = 寸入
‘
(A T A ) (或甲入

; (A
HA ))

(1 1 )

当A 为实对称矩阵 (或 IJ e rm itia n 矩阵时 )
,

A
T
A 二 A

Z

(或A
H
A = A

Z
)

,

则 a ‘ =
l入

‘

}
, 入:

是A的特征值
。

b
.

}IA }}
2 = a = o :

!1川
F =
侧

。

卜 时 +.
二 十 。盆

(1 2 )

(1 3 )

这里
,

1!A l}
2

是 2 一 范数
,

}}A l}
F

是F r o b e n iu s
范

数
。

。 . a (A ) = z /
a (A

一 ’
)

,

A
一 ‘

存在 (1 4 )

d
。 a (A B ) ( o (A ) a (B ) ( 15 )

o (A B ) ) a (A ) a (B ) (1 6 )

e 。 a (A + B ) ( o (A ) +
·

a (B ) (1 7 )

f
。 a (A ) + a (△A ) ) a (A + △A )

) o (A ) 一 a (△A ) (1 8 )

9
.

A
+ = v名

+

U T :

(1 9 )

式中
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o
寸 {

a
吉 } 0
、 l

{
O a 吉{
i /

a ) , a ) 钾 。

0
,

6 5 “ 0

由式 (2 4 )很容易看出使 }}R {}为最小的向量 z 是

。

士
二

{

(2 0 )

(2 1 )

{
2 5 = d j/ a , , a j今 0

2 5 == 任意
, a , = o

(2 5 )

A
+

是 A 的 M o o r e 一 P e n r o s e
伪逆

, n x m 维
,

m

> n , 。
丁是A

千

的奇异值
, 0 1是A 的奇异值

。

四 奇异值分解法在辨识中的应用

最小二乘问题可表述为
:

在给定矩阵A 和

向量b的情况下
,

寻求解向量
x ,

使得残差 (或

方程误差 )

R 二 A % 一 b (2 2 )

的范数 l}二 }!的平方为最小
,

而 }}。}}
“ 二

艺
r考

。

(22 )式的最小二乘解可写成
x = (A T A )

一 ‘
A T b (2 3 )

按式 (2 3) 计算有几个主要的缺点
:

¹ 要计算矩阵的相乘A T A ,

而计算机存

储A T A 的精度要求比A 为高
。

例如

‘ 二

【 }
‘“ 为‘良,l·的数’

所以
,

在对角线型的方程组中有
r
个被精确地

求解出来
,

剩下来的那些方程导致可能的非零

残差R ,

而 }}川}
“ 二 习鲜

。

这里对 声来求和
,

对

这些 护
,

有 oj 二 0 以及 挤> n 。

利用 x 二 v Z, 就

求得了原来问题的解
。

可以看到
,

当A非满秩

时使 !}R }}
“

最小的解不是唯一的
。

我们常希望

得到一个最短
“长度

” 的解向量
,

这只要令

2 1 = o ,

当 a i = 0 。

奇异值分解法在最小二乘

问题中的详细应用可参看〔13〕
。

本文作者用奇

异值分解法对多变量系统进行辨识得到了满意

的结果〔
1 4〕。

奇异值分解法在其它的辨识方法中也有应

用
。

例如歹用实际的输入输出数据来估计 M a 卜

k o v
参数并构成 H a n ke l 阵

,

再用奇异值分解

的方 法对 H a n ke l 阵进行分解并决定其秩
,

最

后用 H 。
一 K al m a n 算法来决定系统的状态方程

表达式
。

这种辨识方 法也称为实际数据的实现

l’ed 题〔15〕
。

、气||
.

|//l||!
\

一一习

, . ...Jee2+

,二

1 + e Z

28

计算机要存储二阶小量
。2 ,

有 时这会引起下溢

出
。

º 要计算逆阵
。

一个
n x n 矩阵的求逆

约需要 n “

次运算
,

大量的运算增加 了舍入误

差
。

» A 可能不满秩
,

于是 (A T A ) 一 ‘

不存

在
。

当A 近于非满秩 时
一

,

求逆也会带来很大的

误差
。

用奇异值分解法不需要求逆
,

而且当矩阵

非满秩时仍能处理
。

因为正交矩阵保持范数
,

所 以用正交矩阵来变换A ,

由式 ( 22) 得

}}R }!= 1{u T ( A v v T x 一 b川
== }】E Z 一 d }! ( 2 4 )

这里
, z = v T x , d 二 u T b, u 、

v 是正交矩阵

五 奇异值分解法在控制中的应用

奇异值分解法在多变量系统的分析和设计

中
,

尤其在鲁捧控制中也有很多用处
。

这方面

的研究还刚刚开始
。

1
.

多变里系统的增益问题

图 3 所示的系统有下面输入输出关系〔
‘的

。

ld

十 . 十

二
十

y = G K (I + G K ) 一 ’( r 一 勺) + ( I + G K )
一 ’d

( 2 6 )
e = r 一 y = ( I + G K )

一 ‘ ( r 一 d )

+ G K ( I + G K )
一 ’月 ( 2 7 )

这里
, r
是输入

, y 是输出
, d 是扰动

, ”是测

量噪音
, K 是搜制器

: G 是对象
:n\

、、

a

a‘

⋯
‘、

一一习
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由式 (2 7) 可知
,

如果返差矩阵的逆阵 (I +

G K )
一 ’ “

小
” 则误差

己 也 “
小

” 。

在单变量系

统巾一个标量小的概念是很容易理解的
。

也就

是我们要求复数标量 〔l + g (j。 )1c (乒。 )〕
一 ’

的模

小
,

即 !l + g (j。)叱行。) }大
,

这是大家熟知的

提高开环增益可减小系统误差的结论
。

但对一

个矩阵来讲用什么量来表示它的
“尺寸大小

”

却不那么直观
。

从控制系统的观点来看
,

具有

物理意义的对系统矩阵
“
尺寸

” 的度量应该与

系统的输出输入比
,

即增益有关
。

设输入 向量
x
被系统矩阵A 变换后得到输出向量 y , y 的范

数 (长度 ) 可能与 二 的大不相同
。

系统增益可

表示为
_

}国}
_ _

.

土些到
-

}}
x
}}
一

}l
x
}}

这里
,

}!x1l
= (、 T x)

’/ 2 = 召川 十瑞 + ⋯
。

这个增

益是随着
x 的选取而变化的

。

设最大
、

最小增

益分别为

竺
= ’竹 = 】

长苍
]土壑!七
}}二 }}

而 C O n d (A ) 二 0
/
a 称为矩阵 A

(3 2 )

件数越大
,

矩阵A越接近奇异
,

系统的增益变化范围也越大
。

的条件数
。

条

由 A 所表示的

M = m a X

1 今 0

羚2 = rn I
n

1 如 0

这个增益的变化可用 A 的奇异值来表示
。

对A

进行奇异值分解
,
A = U艺v T ,

并令 z = v T‘

得

}!A
x
}1
=
1}U 工V T x

}卜 1{习 z }} (2 5 )

式中
,,

乙 二 d ia g (a
,
⋯

,

o)
,

于是可得
Q
!12 】1镇 }}艺Z }】(

o
}}Z }} (2 9 )

因为 V T 是正交矩阵
,

所以 }}Z !}
!
】l
x
!l
。

用 }}
x
}}

除上式
,

可得
。、上黔然、J
一 11利!

(3 0 )

a = M 二 m a X
Y 勺 0

}A
x
}}

}l
x
}}

(3 1 )

现在我们可以说
,

要 返差矩阵的逆阵 (I 十

G K )
一 ‘

小
,

就意味着该矩阵的最大奇异值要

小
,

即 a 〔(I + G (厂。)K “。 ))
一 ’

〕小
。

根据奇异值

的几个性质可知
,

这等价于要求
a 〔I + G K 〕大

。

因为
a (G K ) 一 1蕊 。〔I + G K 〕( 。 (G K ) + 1

只要
。 (G K )大

,

就有
0 〔I + CK 〕大

。

这与单变

量系统中提高开环增益以减小误差的结论是相

似 的
。

由上可知
,

对传递函数矩阵的要求可转

化为对最大
、

最小奇异值的要求
。

当然
,

当输

入 x 仅在一个子集上变化时
,

这种对最大
、

最

小奇异值的要求可能是保守的
。

2
。

鲁棒稳定性〔17 〕

反馈控制的优点是在系统参数有些变化时

可比开环控制更满意地工作
。

但在参数有较大

变化时
,

反馈控制不一定都 能保持稳定
,

这就

要研究稳定的鲁捧性
。

当前研究的一个方向是

找到一个条件
,

在此条件下
,

.

当系统开环传递

函数矩阵 G (S) 有一扰动量 △G (s) 时
,

系统仍

能保持稳定
。

这种条件可以用相应的传递函数

矩阵的奇异值来表示
。

考虑图 4 所示扰动后的

闭环系统
,

并作结构变换
。

图 4 (c )中 H (S )是未扰动的闭环传递函数

矩阵
。

当未扰动的系统是稳定的
.

,

且扰动量

△G (S) 也是稳定时
,

扰动后系统为稳定的条件

是

a (H A G ) < 1 分。 (3 3 )

证明
:
如果扰动后的系统不稳定

, d et (T
’
(护。”

就要包围复平面的原点
,

这里 T ‘ 二 I + H △G 是
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扰动后的返差阵
。

在临界稳定时有

d e t〔T
产

(j。 )〕= d e t〔I + H 么G 〕= 0

即 T ‘

奇异
, a 〔I + H △G 〕= o

。

反过来说
,

如果
G 〔I + H △G 〕> 0 ,

则扰动后的系统仍 保持 稳

定
。

但 吐I 十 H △G 〕) 1 一叮H △G 〕
,

所以只要

叮H △G 〕< 1 ,

扰动后系统仍稳定
。

上面对闭

环传递函数矩阵的要求可转化为对开环传递函

数矩阵的要求
。

利用奇异值不等式
o 〔H △G 〕毛a (H ) a (△G )

所以当
a (H )< x加 (A G )就有

。〔H 么G 〕< i ,

但

H = 〔I + (G K 厂
‘
〕
一 ‘ ,

这相当 于 要 求
a 〔I +

(K G )
一 ’〕

一 ’

( 1 /
a (△G )

,

或
O 〔I + (G K )

一 ’

〕)

O (△G )
。

进一步
,

因为
o 〔I + (G K )

一 ‘
〕) o 以 G K )

一 ‘

〕一 1

所以
,

只要
a 〔(G K )

一 ‘〕一 1 > a (么G )

或
0 〔(G K )

一 ‘〕> 1 + o (么G )

即 a 〔G K〕< 1 / 〔l + a (△G )〕

< i /
a (△G )

所以
,

当。〔G K〕< 1/
0 (A G )

,

扰动后的系统仍

稳定
。

D o y le 〔1 6〕给出一个例子
,

说 明用奇异值

分解法可以很清楚地看出该系统缺乏鲁捧稳定

性
,

但用乃 氏图或反乃 氏图的方法却不能检测

这种性质
。

奇异值分解法在模型降阶〔
1 8 〕及数字 图 象

处理〔
1的中也有应用

,

这里就不详述了
。
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