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〔提要〕本文根据谐波线性化 原理
,

利用对数特性求解具有
, :
个非线性特性 自动调整系统的自振荡

,

给出判别 自振荡解的对数稳定判据
。

这里提供的对数法
,

不仅可 以方便地求解有时滞的” 个单值非线性系

统自振荡
,

而且也适用于非单值非线性系统
。

最后
,

应用这里提出的方法
,

分析与综合两个自动调整 系统

自振荡问题
:

一个系统具有一个单值非线性和一个非单值非线性 ; 另 一个系统具有两个非单值非线性
。

指出两个非线性特性主参数对系统自振荡现象的影响
。

一 问题的提出

非线性特性在系统中所处的位置及它们参数相

对大小对系统性能的影响
。

许多自动调整系统常常含有两个或两个以

上非线性特性
。

各个非线性特性各 自对系统 自

振荡产生什么影响 ? 它们在系统中 所 处 的 位

置
,

以及它们主要参数之间相对大小对系统的

影响如何? 等等问题
,

都是感人兴趣的
。

一般

来说
,

这些问题
,

对于二阶系统 已有准确的解

法
‘, 、 ” ,

川
。

对于高阶系统
,

就原则上来说
,

在

满足一定条件下
,

利用谐波线性化原理
,

可以

近似地研究
,
阶含有

, 个非线性系统自振荡问

题
。

但是
,

由于计算方法的繁冗
,

三阶以上包含

有两个 以上非单值非线性系统
,

就研究得很少
。

文献 〔2
、

8〕用谐波线性化方法研究了比较 特殊

的含有
称
个单值非线性串联系统的 自振 荡 问

题
。

文献〔8
、

9〕用了很大的计算工作量
,

研究 了

一个非单值非线性和一个单值非线性串联系统

的自振荡问题
。

这里研究更普遍的含有
刀
个有

时滞或无时滞非单值非线性
, 阶系统 自振荡问

题
。

由于采用了标准化对数特性做为解曲线
,

解题被
“

积木
”

化了
,

计算工作量大为减少
,

使过去很难分析的一些 问题
,

变成 比较容易分

析了
。

通过对两个具体系统的分析
,

可以发现

二 确定自振荡参数的基本方程

假定所研究的非线性系统
,

经过结构变换

后
,

可以演化为具有
,
个非线性特性间隔串联

的自动调节系统
。

口口口口口口口口 叽叽叽叽叽叽叽叽
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根据图 1 的结构
,

x 一二 X 了 一 X r-

d
x : 二 , :

学, 义 : ,

P 二
呀厂’

丫
‘

” 1
d t

凡 = F
:
(况

2
)

,

‘ : = 二 :

(P)“
: ,

有如下方程组
:

x Z , = ‘ ,
(p )‘

2、一 ,

欠 2‘十 : = F
Z i一 :

(义
2 1)

.

⋯
’ .

,

X f 二 一 戈”
. {

( 1 )

夕

式中
, , 、

幼) 为线性组传递函数
,

它们均具有

低通滤波特性
;
凡

、一 ,
(二zi) 为非线性特性

,

它们

可 以是单值的或非单值的
,

但都应满足荻尼赫

* 本文 曾在中国自动化学会 19 7 8年年会上宣读过
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牙U条件
。

满足上述条件
,

方程组 ( 1 ) 中所有

非线性特性均可以用它们的谐波线性化系数来

近似地描述
。

这时
,

系统中各种非线性输入端

的振幅A ‘和频率 习
, i 二 1 ,

2, ⋯ , ,

取决于如下

齐次方程组的解
:

片 .

1 +

n w
。

(j。)n w ,
.

‘(A ‘) = o ,

( 2 )

0 = 1 1 = l

式中
,

砰
。

(j动 为第
a 个线性环节的频率特性

;

W
,

.

* (A ‘)为第 i个非线性特性谐波线性

化系数
。

与方程 ( 2 ) 等价的对数方程为
:

参数A , 和夕便取决于如下方程组 的解
:

Zolg H (。) = 一 2 0 lg H r
.

:
(A , , “)

,

1 (6
·

1 )

口(。) = 一 〔o f
.

:
(月 , , 。、 + 二〕

.

{ (6
.

2 )

式中
: 2 0’g H ,

.

: ‘A * , 。, =

艺
2 0‘g H ,

.

; (A , , 。, ;

q

0 ,
.

:

‘A , , 。, =

乏
0 , 一 ‘A * , 。 ,

·

勺二 O

.

2 0‘g H ‘田 , = 一

馨
2。, g H 了一‘A 亡,

1
(3

·

‘,

、飞||lee!j

兀+

。(田卜
一

{分
。了

.

。
(, ;)

(3
.

2 )

式中

卜

H ‘。 , =
Iw (j。川

=

n
H

。

(。) ;

o = l

林

“(。 , = ‘尹、W ‘j。 , =

乏
口, : W

。

‘j。) ;

O = 1

H ,
.

‘(A *) =
}万 r

.

, (A ‘) }
;

o r
.

。

(A r) = a 尹若W
‘

.

。

(A ‘)
.

其中
, 夕为非单值非线性个数

,

且夕(
,

.

方程 ( 3 ) 中包含有
, + 王个未知量

,

是一

不可解出的方程
。

必须根据各个非线性特性在

系统中的地位
,

把
, 一 1个未知量均置换成叙

,

二 * 为第走个非线性元件输入变量的振幅
,

这种

置换关系的通式为
欠、= D * (a , , 田)义 * ,

( 4 )

式中
,

D 、(气 ,
动 为把第 i 个非线性元件输入变

量 x 、 ,

置换成第k个非线性元件输入变量八 的

变量置换函数
。

用对数法求解时
,

感兴趣的是

振幅关系
,

故有

A ‘ =
】D

‘(‘, , 。川
‘ , ,

( 5 )

ID
, (气

, 。)I 可以根据各非线性在系统中相互关

系来确定
。

把方程 ( 3 ) 的ai 均置换成
。, 后

,

自振荡

当 夕= 0 时
,

系统中所有非线性均为单值的
,

o f
.
:

(A * , 。) = o ; 当夕= , 时
,

所有非纷性均为非

单值的
。

显见
,

方程组 ( 6 ) 是一可解出方程
,

但

在非线性特性等效传递函数中
,

显含参量。
,

解

题还是比较困难的
。

这就是谐波线性化原理不

能在多非线性系统中
,

或与输入量微分有关的

非线性系统中
,

得到更广泛应用的原因
。

因此

只有在非线性对数函数中消去显含参量 oJ ,

解

题才能得到进一步简化
。

根据方程组 ( 6 ) 的

关系
,

用幅与相分别平衡的原则
,

就可 以消去

这个参量
。

例如
,

在图 2 中
,

绘制出 0( 动 和

一 〔of
.

:

(d * , 。) 十 幻 的曲线簇后
,

根据方程 ( 6

.

2 ) 的相平衡关系
,

给定一序列 叭
, i = 1 , 2 ,

⋯
,

过 0( 动 曲线上的姻 点
,

引一 系 列 水 平

线
,

它们和曲线簇 一 〔o r
.

:

(A , , aJ ) + , 〕的交点
,

就确定了满足相平衡条件的点集 (A * , 。户
,

把

这些点集连成光 滑的曲线
,

就得到消去了aJi 后

的曲线 一 〔of
.

:
(A 户 + 幻

。

同理
,

根据幅平衡关

系
,

可以消去非线性特性合成对数幅特性中的

叭
。

于是 自振荡参数 A , 和刃将取决于如下对数

方程组的解
:

Zolg H (aJ ) = 一 Zolg H f
.

:

(A * )
,

! (7
.

1)

o (。) = 一 〔o r
.

:
(月 , ) + 二〕

.

J (7
.

2 )

方程 (7 ) 的数学模型和具有单个非线性的系

统的数学模型相同
,

因此参考文献〔3 〕或〔4 〕

所提供的方法
,

在这里仍然适用
。

如果系统中不仅具有
。
个非线性

,

而且还

有 产个时滞环节
,

则 自振荡参数将取决于如下
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的对数方程组解
:

Zo lg H (。 ) = 一 Zolg H r
. : (A , )

,

a‘aJ , 一

乏
: 卜。 = 一 〔0 ,

. :
( A , ) + (2 ‘+ 1)二〕

l = 0 ,

1
, 2 ⋯

,

式中
, : ;

为时滞时间常数
。

方程 ( 8 ) 指 出
,

由于时滞存在
,

自振荡

参数具有无穷多个解值
,

但是
,

只有当振荡周

期 T 满足 丁》瑞
: 二

时
,

才能激起 自振荡
,

其中
r 。 : 二

为最大 时滞时间常数
,

故解仍然有限个
。

三 周期解的稳定判据

aB 1 a C } a o
, l / ao

,

} , 二

岁共l
, 一 - 竺竺一} 。 共岑

-

l
刁

/ 牛岑三} < 0
.

( 9 )
石又百}A

* 一

丽厂}夕 丽又!A
* / 万二丁}oJ \

”
‘

忍 A 之 夕 A ,

不同的是式中各函数分别为
:

B (A * ) = L r
.

:

(A , , 田 ) = Z olg H r
. : ( A , , 田 ) ;

.

C (。) = L (tl, ) + L r
. : ( A * , 田 )

= Zolg H (aJ ) + Z olg H r
. : (A , , 口) ;

o r (A , ) = o r
. : (A 、, 。 ) :

0
: (田) = 0 (田 ) + o r

. : ( A * , aJ )
,

对每一具体的非线性系统
,

都 进 行 方 程

( 9 ) 的计算
,

仍然是一件麻烦的事
。

但是
,

如

果把常见的非线性特性和频率特性按文献〔3 〕

加以分类
,

则文献 〔3 〕所述的六条稳定判别法

则在这里仍然适用
,

而无需进行烦琐的运算
。

虽然求解系统自振荡参数可以按方程 ( 7 )

进行
,

但是研究解的稳定性时却要 研 究 方 程

( 6 )
。

应用线性系统脚犷, 行t 稳定判据
,

可

以证明具有
:
个非线性系统的周期解的稳定条

件
,

亦和具有单个非线性的系统的周期解的稳

定条件具有相同的数学模型
〔, , :

四 三个单值非线性串联系统

为了比较应用对数法求解含有多个非线性

特性的系统自振荡解的精度
,

图 3 给 出 文 献
〔8 〕介绍 的三个单值非线性串联系统

。

w
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汁
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图中
,

W
,

幼)
=

止交止生二
.

P
哥
+ 3P + 5

‘

月
, , , , 、 , 二 ,

/ A
,

\ 月
,

乡
,

下
“ 月 ’、山, “ ,

·

, 月 ‘
·

,

火了/蔺
’

戈
‘

、‘乃,

才
2

(P ) 二 厂十 妙 十 5

(P + 2 ) (P
, + 5P + 6 )

W
,

(P)
= lO

P + 4

(1 0 )

(1 1 )

(1 2 )

非线性特性谐波线性化系数分别为
:

W 了
.

:

(A
,
) = 无,

.

:
H r

.

:
(A

,
) ;

评 ,
.

2
(A

Z
) = 点,

.

2
H ,

.

2
(A

Z
)、

砰 ,
.

:

(月
,
) = k f

.

,
H f

.

:
(A

3
)

.

利用方程 (2 7) 和 (2 8 ) 关系
,

把方程 (1 6 )

中
,

A
:

和 A
:

置换成 A
Z

/ 石
2 ,

于是自振荡解取

决于

2 0 lg H (oJ ) = 一 2 0 lg H ,
.

:
(A

Z

/ 咨
2)

,
1 (1 9

.

1 )

0 (田) 二 一 汀
.

J (1 9
.

2 )

在图 4 上作出方程 (1
.

9) 的解曲线后
,

求得两

组自振荡解参数为
:
夕 二 4 ,

A
之 = 1

.

52 ; 习 二 4,

A
Z = 6

.

5 2
.

乃分刀口七1
一

, ‘ ,

3
, , 1 2

.

5

共甲
,

句
.J ==
丁

,

句J 二 ‘,

构 .3 = 一丁
一 .

2 「
_ , _ _ ,

去
1 ,

乡
、

厂
一万不

.

丙月‘
·

, ‘八
, , “万L

“, ’‘
~

一

不
’ 几不

~

丫
工 一 戈丈/ J’

A
,

) 乡
, ,

, , 、 、

2
月 f

·

, 、月
, ) 二 工 一 干

S‘一
’

失
+

A
2上

.

/
A

、

军

(1 3 )

/ 子
,

、2
)

1 一 、代
之
1 1 :

\月
2 / J

‘

月
:

》乡
: ,

(1 4 )

H , 一 (“
,
, 二

号〔
5‘一

’

奇
·

贵丫
‘一

(瓮)
’

}
月

:

》乡
3 ,

(15 )

乡
, = 2 ,

去
2 = 1 ,

矛
3 二 3

.

系统自振荡参数取决于如下的对数方程组

的解

2 0 1g H (曰) = 一 〔2 0 lg H f
.

,
(A

,

)

+ 2 0 lg H r :

(A
Z
)

+ Zolg H ,
,

,

(A
,
)〕

O(动
= 一 万

·

(1 6
.

1)

(1 6
.

2)

式中
,
H (。) = }点

,
.

声
,

.

2
k f

.

,

万
:
(j。)W

:
(J。)

附
:

(j。)}
;

0 (。) = ‘, 名牙
:

(j。) + ‘ , 名W
Z
(j。)

+ ; r名W
:
(j。)

.

根据图 3 结构
,

存在下述关 系
:

A
.

下
二 月 ’‘四

“‘
·

’口 ‘
·

, 了丛、婆
.

五
\ b

, / b
:

乡
,

根据文献 〔3 〕给出的稳定法则犷
,

第一组

解是不稳定的
;
第二组解是稳定的

。

A
:

和 A
:

数

值可以根据方程 (1 7) 和 (18 ) 的关系加以换

算
,

其结果和参考文献〔8 〕的结果均列于下表
,

(1 7) 以资比较
。

结果表明对数法的精度是 相 当好

的
。
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方 法

”数法
一

⋯
计算值

,

{
一

、值
·

频 率

1
“

{
4

J
4

}
3

.

0 3

不稳定解振·

⋯:{⋯:):}⋯:⋯::⋯
·

:⋯):
· ·

⋯⋯){⋯:⋯::⋯:!{:⋯i!{:

H ,
.

,

(A
Z

) = 2/
二〔Sin

一 ’
(乡

,

/ A
:

) + 乙
:

/ A
:

了i 一 (云
:

/ A
之
)
’
〕

,

A
Z

》乡
, ; (2 1 )

H ,
.

:
(A

‘

) = }夕
。

.

:
(A

‘
) + j犷二

.

: ,
(A

:
)】; (2 2 )

0 f
.

2
(A

:
) “ a r C t g 〔夕。

.

2 ,
(A

J
) / 夕。

.

2
(A

;
)〕

,
(2 3 )

其中
,

亨。
.

:
(A

。
) “ 1 /

二〔二 / 2 + s in
一‘

(1 一 2乡
2

/ A
‘
)

+ 2 (1 一 2西
2

/ A
。
)

·

了丽万灭万又了耳不布 〕
,

夕“
.

: ,

(A
‘
) = 一 4 b

2

/
二A

。
(i 一 乡

:

/ A
‘

)
,

2 4
.

1)

.
摘 自文献〔8 〕的数值 A

‘

> 乡
:

.

设 汽滋
: 二 10

,

汽

2 4
.

2)

= 1
,

T
: 二 0

.

1 ,

T
: = 1 ,

令

五 饱和非线性和齿轮啮合间隙

同时存在的双非线性系统

乡
, = 赫

2 , 。 = 1 , 2 , 二‘
。

根据图 5 的结构
,

则 有

A
Z

/ 乡
, = H

卫
(。)H f

.

:

(A
;

)A
‘

/ 乡
:

·

z /
, 。

(2 5 )

根据方程 (25 ) 的置换关系
,

自振荡解参数取

决于如下对数方程组的解
:

劝2)或

图 5 所示的系统是控制工程中最常见的系

统
。

但是
,

到现在为止
,

尚不能说对它所有的

间题都已经全面研究了
。

仅从稳定性的角度来

考察
,

人们 自然会问究竟什么条件下只要考虑

饱和非线性对稳定性的影响? 什么条件下只考

虑啮合间隙非线性对稳定性的影响? 什么条件

下两个非线性又必须同时考虑
。

利用这里提出

的对数法能够方便地回答这些问题
。

2 0 1g H (。) = 一 2 0 lg H ,
.

:

(A
‘

/ 去
2 , , )

,

0

做出方程

(。) 二 一 〔o r
.

:
(A

‘

/ 乡
: , , ) + 二〕

.

(2 6

(2 6

(2 6) 的解曲线后
,

用 文 〔3 〕

...

_ K ,,,,

盯盯盯
从22222

打打lll于Tl ppppppppppppppp 护({十几卜)))))))

丫丫丫丫丫
肠肠肠肠肠肠肠肠肠
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〔4 〕 的办法
,

便知
,

当 乡
,

> 1 0乡
:

时
,

即饱和

放大器的线性区远比间隙宽度大得多时
,

两个

非线性对系统的影响可以分别的加以考虑
:

在

只考虑饱和非线性时
,

临界增益为 2 0
.

8分贝
,

大于临界增益的系统
,

会发生强烈 的自振
,

这

时齿轮啮合间隙非线性相对来说
,

可以看成是

线性的
,

因为
,

悠
H ,

.

2

(A
‘

) 二 1

级
。,

.

2
(,

‘

) = 0
.

假定图 5 中
,

匆 二 0 ,

即测速反馈不存在
。

根据谐波线性化原理
,

自振荡参数取决于如下

方程组的解
:

Zolg H (。) 二 一 〔Zolg H r
‘

,

(A
Z
)

+ 2 0 lg H r
.

2
(A

。
)〕

,

0 (口) = 一 〔or
.

:
(A

;
) + 汀〕

.

}

}
(2 0

.

1 )

(2 0
.

2 )

式中
,

H (。) =
}K

I
K

:

/j 。 (1 + jT
I。) (1 + jT

:。) }
;

0 (。) = a r 名W
,
(j。) + a r g w

:
(j。)

;

当线性区很宽
,

增益很小
,

但齿轮啮合间隙很

大时
,

临界增益为 8 分贝
,

大于 8 分 贝 的 增

益
,

系统中也会出现 自振荡
; 当 乞提1时

2

时
,

两个非线性对系统稳定性的影响要同时加以考

虑
。

这个关系说明
,

当放大器的线 性宽 度 很

窄
,

它的数量级和齿轮啮合间隙相当时
,

这时

临界放大系数为4
.

8分贝
,

系统的稳定性最差
。

可见减少齿轮啮合间隙
,

加宽放大器的线

性区
,

是提高系统稳定性的关键
。

把间隙减少

到比饱和放大器线性区小一数量级时
,

系统的

稳定性就显著地高提了
。

此外
,

采用各种校正



具有 n 个非线性特性自动调整系统自振荡的对数分析法

装置来抑制 自振荡也是一种有效的措施
,

例如

在图五系统中
,

接入微分反馈后
,

取勾
= 1 ,

系

统的 自振便就消失了
。

六 考虑齿轮啮合间隙的带

回环的继电控制系统

于零时
,

容易在系统中激起强烈的 自振荡
; 当么

梦乡
2

时
,
A

‘

虽然在某一区间是增加的
,

但是 由于

A
Z

是单调减少的
,

当A
Z

< 子
,

时
,

自振荡将消失
,

这时增大了的回环宽度相当于不感 区的作用
,

振荡虽然消失了
,

但静态误差却增加 了
。

应用
,

图 6 给出这样的系统
,

这里
,

齿轮啮合间

隙和继电器 回环宽度的相对大小
,

对系统 自振

荡参数有很大影响
。

当 截k
Z 二 一 4 分贝

,
T

, =

。
.

1 ,

T
Z 二 10

, a , 二 。时
,

应用这里提供的方法
,

KKKlll

lll士T .产产
K2

尸Ll+几P)

图 6

求得两个非线性参数乡
,

/ 子
2

对 自振荡参数的影响

如图 7 所示
。

图 7 指出当继 电器回环宽度 氏趋

微分反馈
,

虽

能削弱 自振强

度
,

计算表明
a f = 1 0 时

,

才

能抑制这样系

统 的自振荡
,

但是这样深 的

微分反馈很难

实现
。

因此
,

去
:

和 乡
2

相对大

小对系统运行

性能有很大影

响
,

这是设计
、

调整这类系统

的特殊问题
。

之 3 “

办
a

图 7

寿士 : 二 根据幅相分别平衡的原理
,

把对数法推广应用到含有
,
个非线性特性的系统

,

扣 咱 可以简便地研究一些用其它方法难分析的高阶的含有多个非线性系统 的 自 振 荡

问题
。

由于所用的解曲线都是已经典型化的对数特性
,

计算工作量较之 目前流行的描述函数法和

E
.

n
.

n o n 0 B 提出的代数法
‘,‘、少得多

,

便于工程计算
。
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雷透
(猫回波

逃幅是化

娜漓划度
甜

, 。0了。}

I (+ )

: ‘
1槛 1爪

; Lo B

叙}易化

口 回波甲

同步凝
蔽‘。日

。

白动日眼
调 整

眺云戊 一〔往r 一让M)

后
,

串行送入主计 算 机 中 的 回 波 寄 存

器
。

然后
,

对同一距离的回波串按
“ 1 ”

密度判别准则 (即第二门限) 判 出 真 目

标
,

并寄存参数作跟踪处理
。

三 结 语

双呀叼

」篡蛋默

警监刻

洲
丸嘟

刘 : J

可吸此

仪。甩:

让丁承
: 众

秘主脉凝秘歇娜丽万一
一

}
图 3 回波预处理框图

以监测
。

要求 P
二

值恒定
,

则噪声起伏反 映 积

分电压值改变依 自动门限值的跟随改变实行调

整
。

其调节原理概述如下
:

设
:

气OC 一 (, ,
一 : 矽斗凡

若
: 。r

士 刁脚

则
: : 二

士刁叽
,

随之
,

勺 土刁勺

则
: 匆M 士刁。、 ,

即

“
:

oc 一 〔(粼
,

士 刁邵力 一 (粼、 士 刁忿“)〕

= 一 (“
, 一 “M 士刁忿

,

不 刁“M)

当
: 士刁。

,

干 J“ M
“ 。

则
: 。x ,

二
即x

故 刁Px ~ O
,

凡保持恒定
。

幅度量化后的回波串经距离刻度锁定处理

X X C 机选用 2 千多 T T L 中速与 非 门
、

与或非门
、

与非功率门
,

D 触发器 以 及 S D 3 i

读放
、

SL 0 01 驱动源等标准电路
;
选用 20 多

种64 芯头的双面印制通用插件
。

本机为保证读
、

写不发生错乱
,

在总体设

计上安排由
“

排队
”

控制读
、

写时序的产生
;

并为尽量少用延时 电路元件而在工程设计时充

分利用维持逻辑技术
。

在结构
、

工艺布局上
,

整机除了考虑 电源

滤波
,

合理走线
,

组件逻辑特性正确处理等问

题外
,

还根据
“

大面积接地
”

原理
,

结构上采

用机柜框架铝导轨
,

使插件边框地线(粗6 m m )

直接接触框架金属件
,

形成
“

空 间地网
” 。

这些措施对提高整机抗干扰能力有极大好

处
。

机器的调试分三级进行
:

本 机 分 调
、

联

调 ;
终端分调 (可以联一个终端)

、

联调
; 系

统分调 (计算机离线)
、

联机
。

为调试方便
,

面板上设置必要的调试开关

及指示灯
。

系统运行表明
,

机器工作可靠
。
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编者注
:

项国波同志在本刊 19 80 年 1 期发表的
“

非线性 自动控制系统中的谐波线性化原理
”

文末参考文献 〔7 〕应为此文
,

而原〔7 〕~ 〔18〕应 依次改为〔8 〕~ 〔19〕
。
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