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摘 要}本文考虑多用户情况下的公交网络系统的随机平衡分配问题o建立了与其相等价的数学规划模

型o并提出有效的迭代算法q由于线路容量的限制o会导致乘客的过载延迟q在本文的模型中o乘客的过载延迟

时间可由相应容量约束的拉格朗日乘子计算得到q最后o实例表明该模型和算法是合理的和有效的qΞ
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1 引言k�±·µ²§∏¦·¬²±l

公共交通系统是任何一个城市所不可缺少的重

要交通工具q它主要包括公共汽车o地铁o火车和轻

轨火车q我国是一个人口众多的发展中国家o建立一

个完善的城市公共交通系统是十分必要的q因此o城

市公交系统问题的理论研究具有重要的现实意义q

近 xs年来o交通问题的理论研究日趋成熟o许

多理论成果已成功地应用到实际问题中q特别是 xs

年代初o• ¤µ§µ²³
≈t 提出了著名的交通平衡理论o为

交通理论的深入研究奠定了基础q之后o许多学

者≈u∗ y 致力于交通平衡理论问题的研究q但是o对公

交系统的平衡问题的研究尚未完善q拥挤公交系统

的平衡问题不同于基于路网的用户平衡问题q公交

网络系统平衡分配问题不同于路网车辆平衡分配问

题o后者考虑的是车流在路网上的分配问题o前者则

关心的是乘客在公交线路网络上的分配问题q在公

交网络系统中o乘客的出行乘客除了包括公交车的

运行时间和车费外o还应当包括乘客在车站的等待

时间k这与公交车的发车频率有关l和乘客的过载延

迟时间q所谓乘客的过载延迟时间是指}由于乘客流

量的增加以及车辆容量的限制o乘客会不能搭载上

第一辆到达的车辆o而要等待额外的时间q显然o乘

客的过载延迟时间会随着乘客流量的增大而上升q

由于公交车的运行时间只与路段交通状况有关o而

与乘客量无关o因此乘客的出行成本随乘客流量的

增大而增大o从而导致乘客在公交线路网络上的平

衡分配问题q注意本文假定公交车的运行时间是固

定的o不考虑路段车流量的影响q文献≈z 给出了有

容量限制的拥挤公交系统的随机平衡分配模型q

事实上o由于城市公交乘客来自不同的群体o如

每日上班的工作人员和购物或旅游o对路径的出行

成本有不同的估计q因此o将乘客分类考虑应更符合

实际情况o更能有效预测乘客在各条公交线路上的

流量分布q本文将≈z 中的模型推广之多用户公交系
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统的随机平衡分配问题o并给出相应的求解算法q最

后o给出实例分析结果q

2  公交网络系统的一般描述k� ³̈µ̈¶̈±·¤2
·¬²± ©²µ·«̈ ·µ¤±¶¬·± ·̈º ²µ®l

一个公交网络系统由一组不同的公交线路

k·µ¤±¶¬·̄¬± l̈组成o且每条线路上分布有若干上下

乘客的站点q一条公交线路k以后简称为线路l有一

定的出车频率和服务类型q线路上任何两个站点之

间的一段称为线段o不同的线路之间会有部分平行

线段q乘客从某一起点可能需要一次或多次换乘不

同的线路而到达其目的地q为区别起见o我们称乘客

从起点k²µ¬ª¬±l到终点k§̈ ¶·¬±¤·¬²±l所选择的可行

通路为路径q由于乘客在任意两个换乘点之间有多

条不同的平行线路可供选择o因此o乘客在任意起迄

点k� ⁄l之间的路径选择不是唯一的q

文中用 Γ� kΝ oΣl表示公交网络系统o其中 Ν

表示公交车站点集合oΣ 表示所有线段组成的集合q

下面将给出文中所用符号}

Υ}乘客分类集合~

Ω ϕ}第 ϕ类乘客的 � ⁄ 对集合~

Ω }所有乘客类的 � ⁄ 对集合oΩ � Γ
ϕΙ Υ

Ω ϕ~

Ρ ω}� ⁄ 对 ω 之间的路径集合~

φ σ}线段 σ的发车频率~

κσ}线段 σ的容量q

χσ}线段 σ的出行成本~

τσ}在线段 σ上公交车的运行时间~

υσ}线段 σ的等待时间~

δ σ}线段 σ乘客的过载延迟时间o即由于乘客流

量的增加以及车辆容量的限制o乘客会不能搭载上

第一辆到达的车辆o而要等待额外的时间q

ϖσ}线段 σ上的乘客流量~

ϖϕ
σ}第 ϕ类乘客在线段 σ上的流量~

γ ϕ
ω}第 ϕ类乘客在 � ⁄ 对 ω 之间的需求量~

ηϕ
ρω}第 ϕ类乘客在路径 ρΙ Ρ ω 上的流量oω Ι

Ω ϕ~

在本文中o我们假定乘客的需求量是固定的并

给定q如果路径量满足如下的条件ktl∗ kwlo则称之

为可行流q

对第 ϕΙ Υ 乘客类o以及每一 � ⁄ 对 ω Ι Ω ϕo

Ε
ρΙ Ρ ω

ηϕ
ρω � γ ϕ

ω ktl

ϖϕ
σ � Ε

ω Ι Ω ϕ

Ε
ρΙ Ρ ω

ασρη
ϕ
ρω kul

ϖσ � Ε
ϕΙ Υ

ϖϕ
σ kvl

ϖσ [ κσ kwl

其中 αρσ是路径和线段的关联矩阵~即当路径 ρ包含

线段 σ时取值 to否则为零q

线段成本 χσ 包括三部分}即公交车的运行时间

τσo等待时间 υσo以及乘客过载延迟时间 δ σq这里我

们略去了车费o并不影响平衡分配模型的建立q于

是o对线段 σoσΙ Λo其实际出行成本为}

χσ � τσ n υσ n δ u kxl

显然o乘客的过载延迟时间会随着乘客流量的增大

而上升q由于公交车的运行时间只与线段交通状况

有关o而与乘客量无关o因此乘客的出行成本随乘客

流量的增大而增大o从而导致乘客在公交线路网络

上的平衡分配问题q注意本文假定公交车的运行时

间是固定的o不考虑路段车流量的影响q

3 多用户公交网络平衡分配问题k× «̈ ΅ ∏¬2
¬̄¥µ¬∏° ¤¶¶¬ª±° ±̈·³µ²¥̄ °̈ ©²µ·«̈ ·µ¤±¶¬·

± ·̈º ²µ® º¬·«° ∏̄·¬2¦̄¤¶¶∏¶̈µ¶l

由于乘客对每条路径的出行时间的估计有随机

误差o且不同类的乘客对路径出行时间的了解程度

不同q令Χϕ
ρω表示第 ϕ类乘客对路径 ρΙ Ρ ω 的出行时

间的估计值k或称为理解出行时间≈y lq显然 Χϕ
ρω是随

机变量q令 χωρ 表示路径 ρΙ Ρ ω 实际出行成本}

χωρ � τωρ n υω
ρ n δ ω

ρ kyl

其中 τωρ 表示路径 ρΙ Ρ ω 上的实际运行时间o即为线

段运行时间之和~υω
ρ 为路径 ρΙ Ρ ω 上的实际等待时

间o即为线段等待时间之和~δ ω
ρ 为路径 ρΙ Ρ ωq上的

实际乘客过载延迟时间o即为线段过载延迟时间之

和q则有}

Χϕ
ρω � χωρ p

t

Ηϕ
Νϕρωo ρ Ι Ρ ωoω Ι Ω ϕ kzl

根据路径选择效用理论≈{ oΝιρω是服从 �∏° ¥̄¨分布

的随机变量qΗϕ� s是乘客对公交网络了解程度的一

中度量参数q对多用户问题o不同乘客类的 Ηϕ 是不

同的q较大的 Ηϕ 值表示乘客对系统的了解较多q根

据随机效用最大理论o在 Νϕρω是 �∏° ¥̄¨分布的假设

下o可知路径选择概率是�²ª¬·模式o即}

Πϕ
ρω �

¬̈³kp Ηϕχωρl

Ε
κΙ Ρ ω

¬̈³kp Ηϕχωκl
  ρ Ι Ρ ω k{l

  给定 � ⁄ 出行量 γ ϕ
ωo随机平衡分配问题的基本

约束是}

ηϕ
ρω � γ ϕ

ωΠ
ϕ
ρω k|l
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由前面的分析o注意到由于乘客过载延迟时间与乘

客流量有关o从而线段出行成本是与流量有关的o即

有}χσ� χσkϖσlq此外o关于路径出行成本有}

χωρ � Ε
σΙ Σ

χσkϖσlασρ ktsl

因此o在 ≥� ∞ 平衡点o某个 � ⁄ 对之间所有已被选

用的路径上o并不一定有相同的出行成本o取而代之

的条件是k|l式必须满足q此式中o路径流量与 Πω
ρ

相关oΠω
ρ 与出行成本有关o而路径出行成本又与线

段出行成本有关o线段出行成本又是流量的函数o如

此循环相依o达成 ≥� ∞ 的平衡条件q所以ok|l式实

质上是关于流量的不动点方程q我们将证明如下命

题}

命题 3q1 多用户公交网络的随机用户平衡分

配问题等价于如下的数学规划问题k�°lq

k�°l °¬± Ε
ϕΙ ϑ

Ε
σΙ Λ

kτσ n υσlϖ
ϕ
σ

n Ε
ϕΙ ϑ

Ε
ω Ι Ω

t

Ηϕ Ε
ϕΙ ϑ

Ε
ϕρΙ Ρ ω

k ±̄ηϕ
ρω p tl ktt¤l

¶q·qΕ
ρΙ Ρ ω

ηϕ
ρω � γ ϕ

ω  ϕ Ι Υ ω Ι Ω ktt¥l

ϖϕ
σ � Ε

ω Ι Ω ϕ

Ε
ρΙ Ρ ω

ασρη
ϕ
ρω  ϕ Ι Υ σΙ Σ ktt¦l

ϖσ � Ε
ϕΙ Υ

ϖϕ
σ [ κσ σΙ Σ ktt§l

ηϕ
ρω ∴ sq ϕ Ι Υ  ρ Ι Ρ ω ω Ι Ω ktt l̈

  证明 将ktt¦l式代入目标函数ktv¤l和ktv§l

式o则问题k�°l的�¤ªµ¤±ª¬¤±函数可表示为}

Λχ� Ε
ϕΙ Υ

Ε
σΙ Λ

kτσ n υσl Ε
ω Ι Ω ϕ

Ε
ρΙ Ρ ω

αρση
ϕ
ρω

n Ε
ϕΙ Υ

Ε
ω Ι Ω

t

Ηϕ Ε
ρΙ Ρ ω

ηϕ
ρωk ±̄ηϕ

ρω p tl

n Ε
ϕΙ Υ

Ε
ω Ι Ω ϕ

λ3ϕ kγ
ω
ϕ p Ε

ρΙ Ρ ω

ηϕ
ρωl

n Ε
σΙ Λ

μ σkκσ p Ε
ϕΙ Υ

Ε
ω Ι Ω ϕ

Ε
ρΙ Ρ ω

αρση
ϕ
ρωl ktul

其中 λωϕ 和 μ σ 分别是约束 ktt¥l和ktt§l的 �¤2

ªµ¤±ª¬¤±乘子q

t

Ηϕ
±̄ηϕ

ρω n Ε
σΙ ρ

kτσ n υσlαρσ p Ε
σΙ ρ

μ σαρσ p λωϕ � so

ρ Ι Ρ ωo ω Ι Ω ϕo ϕ Ι Υ ktv¤l

Ε
ρΙ Ρ ω

ηϕ
ρω � γ ϕ

ω  ϕ Ι Υ ktv¥l

μ σ [ s ktv¦l

μ σkκσ p Ε
ϕΙ Υ

Ε
ω Ι Ω ϕ

Ε
ρΙ Ρ ω

αρση
ϕ
ρωl � s ktv§l

令}

μ ω
ρ � Ε

σΙ ρ

μ σαρσ ktwl

则ktv¤l可以写成}

±̄ηϕ
ρω � p Ηϕkτωρ n υω

ρ p μ ω
ρl n Ηϕλ3ϕ o

ρ Ι Ρ ωo ω Ι Ω ϕo ϕ Ι Υ ktxl

即}

ηϕ
ρω �

¬̈³kp Ηϕkτωρ n υω
ρ μ ω

ρll

Ε
κΙ Ρ ω

¬̈³kp Ηϕkτωκ n υω
κ μ ω

κll
γ ϕ

ωo

ρ Ι Ρ ωo ω Ι Ω ϕo ϕ Ι Υ ktyl

从上式可见有}

μ σ � p δ σ ktzl

μ ω
ρ � Ε

σΙ Σ

μ σασρ � p δ ω
ρ ρ Ι Ρ ωo ω Ι Ω kt{l

即线段容量约束的乘子即为线段乘客的过载延迟时

间q则ktyl式即为}

ηϕ
ρω �

¬̈³kp Ηϕχωρl

Ε
κΙ Ρ ω

¬̈³kp Ηϕχωκl
γ ϕ

ω kt|l

显然上式即为基于�²ª¬·路径选择模式的随机用户

平衡条件k|lq证毕q

值得指出的是o由于对数函数的是严格凸的o可

知数学问题kttl的目标函数关于路径流量是严格凸

的o因此必定存在唯一的最优解q

4 求解算法k≥²̄ ∏·¬²±l

由于直接求解数学规划问题比较困难o鉴于该

问题的特殊性o本文基于≈x 的算法给出一种迭代算

法q根据ktxl式o令

Μσ � ¬̈³kμ σl kusl

Λϕ
ω � ¬̈³kλωϕl kutl

则由ktwl式oktxl式可以改写为}

ηϕ
ρω � ¬̈³kp Ηϕkτωρ n υω

ρllkΦ
σΙ ρ

Μσl
ΗϕΛω

ϕ kuul

我们给出算法步骤如下}

≥·̈³t 令Μ kνl
σ � toΛkνl

ϕω � toν� t~

≥·̈³u 对所有 σo和 ϕΙ Υ 计算}

ηϕ
ρωkΛ

kνl
ϕ oΜ kνll � ¬̈³kp Ηϕkτωρ n υω

ρll

kΦ
σινρ

Μ kνl
σ lΗϕΛkνl

ϕω

Βkνl
σ � κσ Ε

ϕΙ Υ
Ε
ω Ι Ω ϕ

Ε
ρΙ Ρ ω

αρση
ϕ
ρωlkΛ

kνl
ϕ oΜ kνllo

Μνn t
σ � °¬±≈toΒkνl

σ Μ kνl
σ  

  对所有 ω Ι Ω ϕoϕΙ Υo计算}

Βkνl
ϕω � γ ϕ

ω Ε
ρΙ Ρ ω

βϕωρη
ϕ
ρωlkΛ

kνl
ϕ oΜ kνllo

Λνn t
ϕω � Βkνl

ϕω Λ
kνl
ϕω q

≥·̈³v 如果相邻两次的路径流量充分接近o则计算

如下的输出结果o否则oν� νn t转 ≥·̈³uq
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对所有 ρΙ Ρ ωoω Ι Ω o 计算}

ηϕ
ρω � ηϕ

ρωkΛϕoΜl

  对所有 σo计算}

ϖσ � Ε
ϕΙ Υ

Ε
ω Ι Ω ϕ

Ε
ρΙ Ρ ω

αρση
ϕ
ρω

δ σ � p ±̄kΜσl

  值得注意的是}只要问题kΝ Πl的约束是相互

独立的o则上述算法一定是收敛的≈| q

5 实例分析k� ±∏° µ̈¬¦¤̄ ¬̈¤° ³̄ l̈

图 t给出一个简单的公交网络o由四条公交线

路 ΛtoΛuoΛvoΛw 组成q有关网络的初始数据列于表

t 中q令 Λt
uoΛ

u
u 分别表示线路 Λu 上从 Α 到 Ξ 的线

段和从 Ξ 到 Ψ 的线段~同样o令 Λt
voΛ

u
v 分别表示线

路 Λv 上从 Ξ 到 Ψ 的线段和从 Ψ 到 Β 的线段q显

然o线路 Λt 提供了从 Α 到 Β 的直达快捷服务q

图 t 一个简单的公交网络

ƒ¬ªqt � ¶¬° ³̄¨·µ¤±¶¬·± ·̈º ²µ®

表 1 初始数据

× ¤¥q1  �¤¶¬¦ ¬̄±® §¤·¤©²µ·«̈ ¬̈¤° ³̄¨·µ¤±¶¬·± ·̈º ²µ®

线 段 流 量

Λt Λt
u Λu

u Λt
v Λu

v Λw

φ σk车 «l x x x x x x

τσk°¬±l vs tu tu ts ts ts

κσk人 «l uss t{s tvs zs tss tss

  假定有两类乘客o且 Ηt� sqt 和 Ηu� sqxq为便

于比较o不妨假设两类乘客具有相同的 � ⁄ 出行方

向o从 Α 到 Βo和相同需求量皆为 txs人 «q计算结

果列于表 uq由表 u可见oΗu� Ηt 表明第二类乘客比

第一类乘客具有较多的公交网络信息o因此在快捷

线路 Λt 上具有较大的流量q此外o我们还给出了具

有 � ⁄ 需求量为 vsso单一用户情况下的计算结果

列于表 uo以便比较q由表 u 可见o多用户模型与单

用户模型的计算结果是不同的q由此可见o如果不将

乘客分类o将他们对公交线路的了解程度视为相同o

则会得到的错误的乘客流量分布结果q以线路 Λt 为

例o对较小的 Η值o得到较低的乘客流量估计o而对

较大的 Η值o则得到较大的乘客流量估计q而将乘客

按其对公交线路的了解程度进行分类o则得到较合

理的流量分布估计结果q

表 2 计算结果

× ¤¥q2  × «̈ µ̈¶∏̄·¶²©·º ²2¦̄¤¶¶∏¶̈µ¶¤±§¶¬±ª̄¨¦̄¤¶¶∏¶̈µ

线  段

Λt Λt
u Λt

u Λt
v Λu

v Λw

多用户模型

第一类 Ηt� sqt wx tsx xv xu xw xt

第二类 Ηu� sqx ttx vx tz t{ us tx

总线段流量 tys tws zs zs zw yy

过载延迟时间 s s s sqxu s s

单用户模型

Η� sqt

线段流量 tus t{s tts zs |u {{

过载延迟时间 s uqxx s vqsu s s

单用户模型

Η� sqx

线段流量 uss tss wv xz x{ wu

过载延迟时间 sqz{ s s s s s

yy 信 息 与 控 制 vs卷 



6 结论k≤²±¦̄∏¶¬²±l

本文对公交网络系统o考虑多用户情况下的随

机平衡分配问题o建立了与其相等价的数学规划模

型o并提出有效的迭代算法q由于线路容量的限制o

会导致乘客的过载延迟q在本文的模型中o乘客的过

载延迟时间可由相应的拉格朗日乘子计算得到q最

后给出实例分析o结果表明多用户模型和单用户模

型会导致不同的流量分布结果q本文所提出的模型

和算法可以用于城市公交网络系统的乘客流量分布

预测o为城市公交网络系统的设计和规划提供可靠

的理论依据q
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