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摘 要}提出一种求解线性系统特征根的方法o用它不但可以进行高阶多项式的因式分解o而且能够确定

线性系统全部特征根的值及其重数和分布情况o特别是该方法对于控制系统的分析!设计和综合有着重要意
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1 引言k�±·µ²§∏¦·¬²±l

线性系统零极点的确定实际上就是求一个高次

幂方程的解o而这始终是一项十分有趣也很有意义

的课题q但不幸的是o到目前为止人们只掌握了幂指

数低于四次的方程的解法o对于高次方程还没有找

到一种系统的理论求解方法q最近有文献提出了确

定线性系统零极点的一些数值方法≈tou o虽然具有一

定的实用价值o但是只能用来确定特征根的大致数

量及其分布o而不能精确求出系统的全部特征根及

其重数o所以其理论价值十分有限q为此o作者在多

年从事控制理论研究工作的基础上o并参考现有的

理论研究成果≈vow o提出一种简单有效的确定线性系

统零极点的新方法q

2 数学基础k�¤¶¬¦°¤·«̈ °¤·¬¦¶l

将线性系统零k极l点方程写成如下高次方程

φkξ l � Ε
ν

κ� s

ακξ
κ � so kαν � tl ktl

假设该方程的 ν 个根分别为 θt!θu!θνo则它们与方

程的系数间具有如下关系}

ακ � Ε
κn t

ι� t

θι¾Ε
κn u

ϕ� ιn t

θϕ, ≈ Ε
νp t

μ � κn t

θμ k Ε
ν

λ� μ n t

θλl À kul

其中

αs � Φ
ν

ι� t

θι

αt � θtθu, θνp t n θtθv, θν

n θuθv, θν � Ε
ν

ι� t
Φ

ν

ϕ� tΞ ι

θϕ

  同时o假设方程的根中共有 νδ 个不同的根o而

且它们以 Λ 种不同的重数出现q用 μ ι 表示第 ι� t!

u! , !Λ 重的大小o且具有这一相同重数的根有 νι

个o则有}

Ε
Λ

ι� t

νιμ ι � νo 以及Ε
Λ

ιn t

νι � νδ

  如果把所有具有相同重数的根的一次项的乘积

所形成的多项式记为}

φ ιkξ l � Φ
νι

κ� t

kξ p θιoκl kvl

则有

φkξ l � Φ
Λ

ι� t

≈φ ιkξ l 
μ ι kwl
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可以看出o其中的 φ ιkξ l能将 φkξ l整除 μ ι 次q

有了这些基本数学关系之后o就可以确定高次

方程的所有根及其重数了q

3  特征根及其重数的计算k≤ ¤̄¦∏̄¤·¬²± ²©

µ²²·¶¤±§° ∏̄·¬³̄¬¦¬·¬̈¶l

为了便于求解特征根及其重数o这里将所有不

同根的一次项构成的乘积记为 Δ kσlo即

Δ kξ l � Φ
Λ

ι� t

φ ιkξ l kxl

将其写成类似高次方程中的多项式o可得到如下形

式

Δ kξ l � Ε
νδ

κ� s

δ κξ
κ kyl

然后定义如下矩阵

Γ � ≈γ ιϕ ν≅ νo kιoϕ� touo, oνl kzl

其中 γ ιϕ� Υuνp ιp ϕoΥκ 代表 Υκ� Ε
ν

ι� t
θκιo kκ� sotouo

, lo可由下式计算}

Υκ �
Ε
κp t

λ� t

kp tlλn tανp λΥκp λ n kp tlκn tκανp κ κ [ ν

Ε
ν

λ� t

kp tlλn tανp tΩκp t κ � ν

k{l

这里有

Υs � ν

Υt � Ε
ν

ι� t

θι � ανp t

  在上述矩阵 Γ 的基础上o计算它的右下角各阶

子矩阵的行列式 §̈ ·kΓκlokκ� touo, loΓκ 表示矩

阵 Γ 右下角对角线上的 κ阶子矩阵q如果找到一个

Ν 满足下列关系

§̈ ·kΓκl Ξ s κ � Ν

§̈ ·kΓκl � s κ � Ν
k|l

则 Ν 便是方程不同根的个数o即 νδ� Ν q

接下来确定多项式 Δ kξ lo为此首先定义如下

一组矩阵

Γϖβ � ≈γθ ιϕ νδ ≅ νδ
ktsl

矩阵 Γϖβ 随 β的不同而不同o这里

γθ ιϕ �
Υuνδ p ιp ϕn t ι [ β

γ ιϕ � Υuνδ p ιp ϕ ι � β

kβ � touo, oνδl kttl

然后计算

δ νδ p β �
§̈ ·kΓϖβl

§̈ ·kΓνδ
l

ktul

于是可得到 Δ kξ l� Ε
νδ

κ� t
δ κξ

κq

然后就可根据多项式除法o得到 Δ kξ l 整除 φ

kξ l的次数 π to这便得到了重数 μ t 的大小q此时记

φ tkξ l �
φkξ l
Δ μ tkξ l

ktvl

即对 φkξ l进行降阶一次o然后对 φ tkξ l重复进行上

述运算o就会得到 φ tkξ l所对应的 Δ tkξ l及 π uq如此

反复进行o就可得到方程根的全部重数

μ t � π t

μ u � μ t n π u

, ,

μ κ � μ κn t n π κ

同时得到与同一重数相对应的不同根所构成的多项

式

φ tkξ l �
Δ kξ l
Δ tkξ l

, ,

φ κkξ l �
Δ κp tkξ l
Δ κkξ l

oκ � touo, Λ p t

且由于 Δ Λkξ l� to所以

φ Λkξ l � Δ Λp tkξ l

从这些多项式中很容易求出高次方程的全部根o其

重数前面已经得到q至此o就完成了高次方程的全部

根及其重数的求解q

4  对于控制理论的贡献k≤²±·µ¬¥∏·¬²± ·²

¦²±·µ²̄ ·«̈ ²µ¼l

在控制工程领域中研究系统的特性时o人们需

要知道系统零点和极点的分布o尤其是闭环系统特

征根的性质及其分布o从而对系统的稳定性等动态

和静态特性进行分析q不管是开环系统零极点还是

闭环系统特征方程的根o它们实际上都是高次方程

的求解问题q目前已有许多稳定性判据k如劳斯判

据o霍维茨判据等l可以用来判断闭环系统特征根是

否全在复平面原点左侧o但至今还没有一种方法能

够有效地用来分析或计算系统特征值的大小及其在

整个复平面内的分布q而在两个开环系统的零极点

都已知的情况下o如何求出它们所形成的串联!并联

及反馈系统的零极点o进而对复合系统的特性做出

准确的判断和预测o目前也仍然没有系统的理论方

法o这也是一个十分重要的研究课题q另外o在以状

态空间方程描述系统的情况下o我们经常通过非奇

异变换o将系统化为对角规范形k没有重根时l或约

旦规范形k有重根时lo这样就可实现系统中各个状

态变量之间的完全或部分解耦o也使得对系统的特
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性分析和综合设计更为直观和简单q这里o不管是对

角规范形还是约旦规范形o其系统矩阵都与系统闭

环特征根直接相关q除此之外o系统可控性和可观性

也与系统特征根有关o而且如果已知线性系统特征

方程根的大小和分布情况o还可以很方便地计算出

线性系统的状态转移矩阵q

总之o确定系统特征根的大小及其分布是控制

领域中一项很重要的课题o本文提出的线性系统零

极点及其重数的计算方法对于控制系统的分析和综

合是十分有意义的q

5 算 例k∞¬¤° ³̄ ¶̈l

以线性控制系统分析为例o设其传递函数的分

子或分母为如下高次多项式

Φkσl � σv n wσu n xσn u

该系统中 ν� vo且不难看出

Φkσl � kσn tlukσn ul

  为了便于采用本文的方法求解该系统的零k极l

点o将上述方程写为

Φkσl � p kp σlv n wσu p xkp σl n u

利用k|l式算得该方程具有两个不同的根o即 νδ�

uq然后由ktul式可得到多项式 Δ kσl的系数为 δ s�

t!δ t� p v及 δ u� uo将其也写为

Δ kσl � σu p vkp σl n u

然后算得

Φkσl
Δ kσl

� σn t

可见 Φkσl可以被 Δ kσl整除一次o即 μ t� tq然后对

Φχkσl�
Φkσl
Δ kσl

� kσn tl同样进行上述运算o可得到

Δ tkσl� σn t和 μ u� uo从而有

Φtkσl �
Δ kσl
Δ tkσl

� kσn ulo

Φukσl � Δ tkσl � σn t

即 Φkσl可分解为

Φkσl � Φμ
t

t kσlΦμ
u

u kσl � kσn ulkσn tlu

所以原系统的零点k或极点l为两重的 σ� p t 和一

重的 σ� p uq

这里再给出一个例子q对于系统

Φkσl � σx p σw p xσv n σu n {σn w

按照与上一例中相同的方法可得到

Φtkσl �
Δ kσl
Δ tkσl

� kσp ulo μ t � u

Φukσl � Δ tkσl � kσn tlo μ u � v

于是

Φkσl � Φμ
t

t kσlΦμ
u

u kσl � kσp ulukσn tlv

即该系统的五个根k零点或极点l分别为三重的 σ�

p t和两重的 σ� uq

上面的两个例子只给出了方程有实根的情况o

实际上对于有复数根的情况同样适用q所以本文的

方法对于确定高阶系统的零极点特别有效o而且十

分方便可靠o计算程序见附录qk略l

6 结 论k≤²±¦̄∏¶¬²±¶l

实际上o对于一个高阶系统o重数相同的特征根

一般不会超过三个o所以所有重数相同的根的一次

项乘积形成的多项式一般都是不超过三阶的多项

式o可根据现有的理论对其进行分解o得到的不是三

个实根便是两个互逆的复数根和一个实根q用本文

的方法分解后o 如果某个对应于同一重数的所有根

的一次项乘积所形成的多项式是四阶或更高阶的o

即它是由三个以上不同的根所构成o可以进而采用

文献≈x 的方法求得它的全部根q与本文的方法相

比o文献≈t 中的方法只能确定出特征根的大致数目

和分布情况o而且使用起来十分不便q

总之o本文的方法不但可以对高次多项式进行

因式分解o而且能够有效地解出高次方程的全部特

征根及其重数o同时还能够确定方程的根在左右平

面的个数及其具体位置q它不但为解决高次方程求

解这一困扰人们多年的数学难题提供了非常有意义

的思路o而且由于这种方法能够确定控制系统的全

部零极点及其在复平面内的分布o所以它为控制系

统设计和分析系统稳定性等动态和静态特性及相关

运算提供了十分有效的理论指导q
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