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J . ‘二困

则对应不同k值
,

由 (1) 式可得一线性方程组
,

写成矩阵形式就是
:

C(k ) = 中(k )
.

6 (丸) + e (瓦) (8 )

最小二乘法是辨识中一种最基本的方法
,

也是一种很好的方法
。

无论在辨识学科本身
,

或

随机控制 (如自校正调节器) 中
,

都有着广 泛

的应用
。

一般文献介绍的在线算法 都 是 递 推

法
,
’

递推公式是对最小二乘法的方程进行数学

加工而导出的
。

它每递推一步计算量小
,

方法

简单
。

但是
,

应当指 出
,

一般文献都是从数学

角度介绍最小二乘法
,

而实际应用中
,

往往会

遇 到病态问题
。

这是数值计算方面 的一 项 困

难
。

病态问题不但随参数个数增加 (即阶数增

加 ) 而严重
,

而且与计算机字长有密切关系
。

所以在目前小型
、 ·

微型机逐渐普及的情况下
,

研究病态 问题及克服病态的算法是有意父的
。

求最小二乘参数估值就是求这个线性方程组的

最小二乘解
,

其法方程为
:

中
了

中 6 = 中弋 ( 9 )

二 问 题 评 述

设有一个系统由差分方程描述
:

夕(北) + 习 a ; 夕(k 一 i ) =
习 b ; u (k 一 l一 i)

‘二 I f二 I

+ e (叱) ( 1 )

其中u (劝
, y (功分别为输入

、

输出序列 ; l为延

时 ; e( k )为噪声序列
。

令

o f注〕= 〔a
, ,
⋯

, a 。 , b , ,

⋯
, b

。

〕
T

(2 )
_

‘

印.(k ) = 〔一 夕(k 一 1 )
,
⋯

, 一 y (k 一 九 )
,

u (无一 l 一 1 )
,

,

二 , u (无一 l 一 n )〕
丁

( 3 )

则 (1) 式可 写为
:

.

最小二乘的递推法
,

就是在法方程的基础上导

出的
。

对 ( 8 ) 求最小二乘解的 另 一 途 径 是 用

H ou se ho ld er 变换 (下面简称为H变换 )
。

这 种 解

法不 是由法方程解
,

而是直接对方程组

中 G 二屯 (1 0 )

施以H变换
,

变换成三角阵后
,

通过回代过 程

求出最小二乘解
’

‘〕 。

从数学上来 说
,

这 两种解法
,

即解法方程法

与H变换法是完全等价的
。

但由于计算机的字长

有限
,

因而对病态情况的反应亦不同
。

这里顺便

说一下
,

有的文献对病态的解释是中
T中阵接近奇

异
。

这种说法不够严格
。

文献
‘“’
中对此给出反

例作了说明
。

评价病态应 当看其条件数的大小
。

按法方程求解时
,

线性方程组是 (9 )式
,

而按H变换法求解时
,

线性方 程 组 是 (1 0) ,

两式系数阵的条件数不同
,

一般 ( 9 )式条件数

远大于 (1 0) 式 〔‘’。

这样
,

原生问题也许本身病

态并不严重
,

经 护中相乘后变得严重了
,

这 就

增加 了解题时的困难
。

据文献介绍
,

一般来说
,

用H变换求解
,

是 目前最有效的方法
。

y (瓦) = 甲T
(瓦)O + e (灭)

= 〔夕(1 )
, 夕 (2 )

,
⋯ , 少(k )〕

T

= 〔e (1 )
, e (2 )

,
⋯

, e (瓦)〕
丁

= 〔甲(1 )
, 甲(2 ) , ⋯ , 甲(瓦)〕

丁

( 4 )

( 5 )

( 6 )

( 7 )

三 H 变 换 法

令 以 k

￡(无

我们这里介绍的是一种在线算法
。

设 中经

中(瓦)

* 收稿时间 19 8 1年 7月 1 0 日
.
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,

C 已 ” 为黑体
,
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变换为上三 角阵刀
,

〔变换为
: 。

每不得一 组新

数据
,

重新构造R 的最后一行
,

这样递推丸步后

变为
:

R (丸)
: 。 、 :

门 八

o
, x Z 。

J。 (北) =

: (“)
2

二
,

1 ( 1‘)

解此三角方程
,

便可求得 e (丸+ 1 )
。

就这

样可进行在线计算
。

每递推一步
,

要进行 Zn
次变换

。

其中第无步

第i次变换阵为

解此三角方程得出 0 (幼后
,

采取新数据
,

重新

构造最后一行
:

开(k
, 艺)

R (瓦)
一 5 1

、

: S 宜

I脚
.

二 ; 二 ,

1
.

: C 百 ,

一���
无
。。

一一

( 1 2 )

卞上+丸
、

‘

�e
, ..性」n二

(无 + 1

丸)
: 。 、

n X Z

I X 忍

其中未注明的元素全为 O ,
I为单位阵

。

这第 北步

是指象 ( 4 )式的方程得到无个 ; 第艺次变换完成

后
,

则第析于以上为上三角阵
。

因为每次 采 取的

新数据都在最后一行
,

故 一 : ; .

是在 H阵的最后

一行
。

-

.

‘

为编写 程序方便
,

列向量 (” 向量 )是放到

中阵 (及阵 ) 中作为最后一列
,

递推公式为
:

R (无) : 。 + : , j = 印(无) j ( 1 5 )

丁了‘
、

甲们
.!

·

!y (丸+

再施以H变换
,

’

变换为
:

!
一

[

丑 ( 礼+ 1 )
:

二
、 :

O , 、 : ,

,

〕言
(“+ ‘’

月(丸 + 1 )
: 。 、 :

( 1 3 )

入(无) ; 二
寸R “ ( k , i 一 1 ) i + R “

.

(丸
,

; 一 1 ) : 。 + ; .

( 1 6 )

e ( 礼)

s (无)

,

只( 丸, 玄一 Z) ;

-

一 入(幼
i

( 1 7 )

R ( 北
,
玄一 1 )

: 。

砚; ,

入( k ) i
( 1 8 )

R (火, i )
‘

R (丸, i ) 2 。 + I ,

= e ( k ) i R (瓦
,
艺一 1 ) ‘;

= ⋯一s ( k )
; R (无

, i 一 1 )
;

+ S ( k )
; R (北

, i 一 1 ) : : 十 : .

+ e (丸) 谊R (北
, i 一 1 )

: 。 , ,

( 1 9 )

( 2 0 )

0 (丸 + 1 ) 2 。
_

,

R (无, Zn )
: 。 . : 。 + ,

一豆万斌丽)妥
~

万万万
- ( 2 1 )

介( 叱, 2 作 )
; 0 ( k + 1 )

二R ( k , 2 儿 ) ,
,
。

8 ( 丸 + ] )
i

n 十 1 一
‘

口
二二

一
~

一

一
- ‘‘ - 二-

一一
一

一
‘

一

一
,

一一
具 ( 2 2 )

R (北, Zn ) ‘

以上递 推 公 式 时
,

递 推 时 初 值 可 选

R ( 0) 二 。I ,

其中 I为单位阵
, 。

是个很小的 数
,

如少
= 10 一 ’ 。

选 R ( 。)为。阵是不行的
,

这样做会

使分母为。而无法运算
。

、 一

H 变换法的主要缺点是计算量较大
。

每递

推一步要开方 2n 次
。

但在 目前计算机技术飞速

发展情况下
,

此缺点就不那么突出了
。
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为把问题表达清楚
,

这里每个变量都用了

菊移 的下标
,

其中R (、, , )表示第k步经第 i次变

换后的R 阵
,

显然R 伙 + 1 , o ) = R 伙
,
Zn )

。

而在

编写程序时
,

应 当少用下标以节省内存并使运

算速度加快
。

,
,

在递推公式 ( 1 5 )‘ ( 2 2 ) 中
,

R
.

阵是
.

2 n + 1

行
。

若将 R 阵变为 Z n 十 2 行
,

每次采取新数据

后
,

构造R 阵的第2作 + 2行
,

则计算终了时
, R

阵元素R Z 。 ,
。 。

就是损失函数 (残差平方和 )
。

此时只需将公式 ( 1 5) 一 ( 2 2) 中的 2儿 + 1 改 为

Zn + 2 即可
。

另外
,

亦可对R 阵进行简单计算

求 出方差阵
,

即 (中
丁

中)
一 ’ .


