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提要 本文 讨论了社会经济系统控蒯间题具有的几个特点
,

在此基 础上
,

给出了一种社会经济系统控制问题的提

法
,

并针对这种类型 的问题
,

提 出了一个求解 的分解协调
一

二次规划算 法
。

1 社会经济系统控制问题的几个特点

1
.

1 滞后问题

对于表征社会经济系统特征的许 多 变 量

(总产值
、

国民收入
、

积累额
、

消费额
、

投资

额
,

⋯ ⋯ ) 来说
,

时间延迟作用的影响比较明

显
,

就经济系统而言
,

某一年经济状况的好坏

往往要影响到以后若干年的发展变化
,

这一年

的某些经济指标又是过去几年各种因素综合作

用的结果
。

这样一个过程可以用下面的动态模

型加以描述

x (k ) ==
艺 A

* ;二 (k 一 户一 z ) +

·
u (北一 j) + B * ( 1 )

x 伙 ) 是状态向量
,

城幼 是控制 向量
,

A : , ,

B * , 分别是状态向量和控制向量的系数矩阵
,

B :
是常数向量

。

于是
,

在动态模型中出现了滞后的状态变

量和控制 变量
,

这对于运用某些最优控制的计

算方法去求解最优控制问题
,

带来 了 许 多 困

难
。

所以
,

用 ( 1 ) 式描述的社会经济系统
,

在进行最优控制的分析时
,

滞后 因素是应该给

予注意的一个问题
。

1
.

2 约束问题

在对由 ( 1 ) 式描述的社会经济系统进行

最优控制分析时
,

应该考虑实际部门的一些设

想和建议
,

对状态变量和控制变量提出约束条

件要求
,

否则
,

分析计算的结果难于在实际工

作中运用
。

这些约束条件可能是对控制 拍节的

终端单独提出的
,

也可能是对每一个控制 拍节

提出的 , 可能是等式的
,

也可能是不等式的
,

或二者兼而有之
;
可能是对单一状态变皿和控

制变量提出的带有上
、

下界限制 的饱 和 型 约

束
,

也可能是对关于状态变量和控制变量的一

个解析表达式提出的约束
。

特别地
,

在分析经

济活动时
,

逐年发展速度是一个重要的概念
,

实际中的很多约束条件都是针对这个指标提出

的
。

这种约束条件会使两个不同时刻的状态变

量和控制变量出现在同一个不等式约束表达式

里面
。

带有这种约束条件的最优控制问题
,

尤

其是当滞后问题与约束问题同时提出来时
,

会

使求解计算变得很复杂
。

1
。

3 目标函数的形式

与 ( 1 ) 式所描述的社会经济系统的动态

特性相适应
,

更一般形式的二次型 目标函数为

J 二
乙冬〔x T (、) 二T (、)〕。(、)〔二T (、)

‘

“J
.

(瓦)〕
又

’

( 2 )

O (劝 为 对 称正定矩阵或对角线元素为正数的

非负矩阵
。

2 社会经济系统控制问题的一种提法

不 同的分析对象和目的
,

社会经济系统控

制问题的提法多种多样
。

总结上面所述的社会

经济系统控制问题的特点
,

用下面的形式提出

一种社会经济系统控制 问题
。

系统方程

二 (k ) 二 乙 A
, , x (k 一 j一 ) +

乙 B 。 ,

收到本文的时间是 19 8 6年 7 月 3 日
。 ·

“(k 一 j) + B * ( 1 )
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%(北)任R
“ , u (北) 〔R 川 ,

A : , 任R
” 洲 ” , B : s〔

R
’ “ ’ , 刀。任R

” , k = 1
,
2

,

⋯
,
N

, 义(0 )
, x (一 1 )

,

⋯
, 戈(一 s )

, u (0 )
, u (一 1 )

,

⋯
, 拓 (1 一 r )为已

知
。

目标函数

N

·

Q (k )〔: T (瓦) u T (k )〕r +
乙 几百(化)

·

七 . 1

·

〔兄A : , 二(k 一 j一 1 ) +
乙 B : *、(北一 j)

J =

会冬
〔二 , (、) 。· (、)〕。(、)〔二

·

(、)

厂 ; 乙

+ 刀 : 一 x (北)〕+
乙久百(北)〔C (瓦)x (北) +

1|
IJ闷1

1

“T (瓦)〕r ( 2 )

Q (北)任R ‘. 十 用 ’“ ‘’ 十脚 ’

为对称正定矩阵或者是

对角线元素为正数的非负矩阵
。

线性等式约束

C (北)x (北) + D (丸)“ (k ) + E (北) = 0 ( 3 )

C (北)任R 不“. ‘ ,
D (瓦) 任R l , “ ’ , E (瓦)任R 工乒

,
l*

为在第允时刻的线性等式约束方程个数
, 瓦 == 1 ,

2 5

⋯
,

N
o

线性不等式约束

F :

(k )火(丸) + G :

(k )u (k ) + F , (k ) x (化一 1 ) +

+ G
:
(k )u (免一 1 ) + T (北)) 0 ( 4 )

义(礼)) 0 , “ (k )) 0 ( 5 )

F ‘<北) 〔R ,
“

” ,
G i (瓦)任R , , x . , T (k )任R , :

￡二 1 ,
2

, p 。为在第瓦时刻的线性不等式约束方程

个数
, 瓦 == 1

, 2 ,

⋯
,
N

。

要解出最优控制向量序列 u* (1)
, ‘ *

(2)
,

⋯
,

矿 (N )
,

在满足系统方程
、

线性等式和线

性不等式约束条件以及状态变量和控制变量非

负的条件下
,

使目标函数J取最小值
。

在线性等式约束中
,

没有象线性不等式约

束那样
,

考虑两个不同时刻上的变量之间的关

系
,

因为这个情况比较少见
。

如果实际 问题中

出现有这种情况
,

可 以很方便地对后面的推导

过程做推广处理得到新的结果
。

3 分解协调
一

二次规划算法

问题如上面所述
。

定义一个对偶函数 恻 人, , 人2
)

:

在满足状态变量和控制变量的初始条件以

及线性不等式约束条件下
,

取

+ D (北)u (北) + E (丸)〕 ( 7 )

称 L (x
, u , 久, , 人2 )为拉格朗 日算子

, 人, (丸)

和几: (劝 (k == 1 , 2 ,

⋯
,
N ) 为拉格朗日乘子向

量序列
。

根据强拉格朗 日对偶原理
,

如果全部约束

条件是凸的 (我们上面提出的问题恰好满足这

一点 )
,

则

m in J = m a x 叻(人: , 久:

) ( 8 )
久一人2

即 在满足系统方程 ( 1 )
、

初始条件
、

线性

等式约束 ( 3 ) 以及线性不等式约束 ( 4 ) 和

(5 ) 下面求目标函数 J 的极小值
,
等效于对

人: , 几2

求对偶函数中 叻(久: , 几2

) 的极大值
。

定义子拉格朗 日算子L 、

: * =

令 〔二
:

(、) ‘ : (、)〕。(、)〔二r (、)

‘

·
二T (瓦)〕T +

卜 人百(瓦) x (瓦) +
兄 人T
万. 0

·

(瓦+ j+ i )A
* 十 , + : , , x (无) +

乙人百(k + j)

i 一 0

·

B * + s , , “ (k ) + 几丁(叱)B
: 〕+ 久毛(北)〔C (无)

一
x (叱) + D (丸)“ (k ) + E (无)〕 ( 9 )

北 = 1 , 2 ,

⋯
,

N ; A
‘,

s = 0 , B i , i = 0
,

人(云) “

当 i > N
o

于是
,

拉格朗 日算子 L (x
, u , 久: , 人:

) 可以

写成

工(x , u , 几, , 久:
) =
乙 L * + L 。

s 干一 王+ -

L 。 =
乙‘丁(‘+ 1 ) 乙 A ‘十 , , ‘, , 一 ,

( 10 )

必(入; , 入: )

式中
:

= 】11 」n
公 , .

L (%
, u , 人; , 久:

) ( 6 )
.
二 (, 一 ,)

+

元
* : (‘)

’

艺
‘。

, . + 争一 立

1 . 1 , 勺 1

L (x , “ , 人: , 几:
)

二

鑫合
〔·‘

’

〔充’“T ‘“’〕
, u (l 一 j) (1 1 )

在 L 。

的表达式里
,

滞后状态变量和控制



求解社会经济系统控制问题的分娜协调
一
二次规划算法

变量的初始值是已知的
,

当久, (劝 为确定的时

候
, L 。

是一个常数
。

至此
,

我们把拉格朗日算子L( % , u , 几, , 几:
)

按照时间分解成了 N个独立的子拉格朗日算子
L * 。

对于给定的 久权劝 和 砖 (幼
,

在 初 始 条

件和线性不等式约束 ( 4 )
,

(5 ) 下面求解

拉格朗日算子 L (x
, u 声萝

, 人幻 的极小值问题
,

就可以转为对N 个子拉格朗 日算子 L :
独立地求

极小值
。

这 N个子问题是形如下式的二次规划

(Q u a d r a tie P r o g r a m m in g ) 问题

m in : L * 一 〔几T(瓦)丑
* + 几毛(k )E

: 〕 (1 2 )

5 .
t
。

: F Z , 七戈 (k ) + G
Z , * “ (k ) + F x , :

·
x (丸一 1 ) + G

: , 。u (丸一 1 ) + T 。) 0
’

( 4
‘

)

x (北)》 0
, u (瓦)) 0 ( 5 )

k = i
, 2 ,

⋯
,
N 石

因为前面 已经要求 O (劝 为对称正定矩阵

或对角线元素为正数的非负矩阵
,

所以可以把

上面的问题转化成线性互补问题
,

用L e m ke 算

法求解
。

可 以证明
,

只要可行域 非 空
,

采 用

L e m k e
算法求解上述二次规划问题

,

必能收敛

到其最优解
。

尽管线性不等式约束 ( 4 ) 中包

含有两个时间点上的变量
,

但是只要从k = 1开

始求解问题
,

滞后的状态变量和控制变量总是

可以作为已知条件对待
。

对偶函数 功(久: , 人2 ) 关于拉格朗 日乘子向

量序列几,
(劝 和几

2
(劝 的梯度是一个简单的解

析表达式

甲功, (几
: , 几2

) I
:
奎
‘
咭=
乙A

: i x (卜 s一 1 )

+
兄B * i。 (化一 j) + 刀 。 一 x (瓦) (1 3 )
j 0 0

甲劝* + 、 (几
, , 几2

) l
‘宁* 少= C (k )X (k ) +

+ D (丸)u (k ) +
,

E (丸) (14 )

k = 1 , 2 ,

⋯
,
N

。

前N 个梯度向量是关于 久:
(劝 的

,

后面 N

个梯度向量是关于 几2
(劝 的

。

求解 二 次 规 划

问题得到 N 个子问题的最优解 x* (1)
,

⋯
,

x *

(N )
, u *

(1 )
,

⋯
, “ *

(N ) 后
,

便 可应用梯

度形式的算法改进拉格 朗 日 乘 子 向 量 序 列

久: (劝 和人2 (劝
。

当梯度向量序列的范数都接

近于零时
,

认为这时的状态向量序列和控制向

量序列就是要得到的最优值
。

通过上面对算法的说明
,

可 以看出我们解

决前面提出的那种社会经济系统控制 问题的方

法
。

通过把拉格朗 日算子
.

L (x
, 。 , 几: , 几2 ) 分解

成 N个子拉格朗 日算子 L , ,

解决 了滞后 问题

和等式约束问题
,

涉及两个时间点上的变皿的

不等式约束问题是利用求解二次规划的方法解

决的
。

这个算法是最优控制
、

大系统理论和最

优化技术三种方法的一个综合
:
描述系统动态

特性和提出向题的方式与最优控制中的作法相

似 ;
计算过程采用了大系统理论中的田村坦之

的分解协调
一

三级算法的思想 ; 用二次规划的

静态优化技术实施主要计算
,

由对偶原理和二

次规划的L e m k e
算法为收敛解的最优性提供保

证
。

计算过程是
:
把设定的拉格朗日乘子向皿

序列几
, (劝和人: (劝 代入 N 个子问题中

,

求解

二次规划
,

得到各个时间点上的静态最优解 ;

利用这些解求出关于拉格朗 日乘子向量序列的

梯度
,

用这个梯度修改几
:

(劝 和几2 (劝
,

再代

入N 个子问题 中重新进行优化
,

直至全部梯度

向量的范数都小于某个给定的数为止
。

该算法的计算框图如图 1 。

4 计算实例

下面以一个污染治理的最优控制问题为例

来说明我们前面提出的算法
。

描述地区环境系统的一个简单模型如下
:

w
:

(k + 1 ) = w x (k ) 一 0
.

1 2 u x (瓦 + 1 ) 一

一 0
。

1 5u l (k ) 一 0
。

0 3“
:

(丸一 1 ) + 0
。

5

(1 5 )

w
:
(化 + 1 ) = w

:
(k ) 一 0

。

2“ : (瓦+ 1 ) 一

一 0
。

1 6“
:
(k ) 一 0

。

0 4“
:
(卜 1 ) +

+ 1
。

4 (1 6 )

x l (瓦+ 1 ) = 3
。

sw
,

(k + 1 ) + 0
。

4 w
:
(瓦+ l) +

+ 0
。

0 8 x l (k ) 一 u 3 (k ) + 1
。

6

(1 7 )

戈 2 (k + 1 ) == 0
。

lw
:
(k + 1 ) + 0

。

7w
2
(k + 1 ) +

+ 0
。

1 5 x :

(k ) 一 u s (k ) 一

一 0
。

1“ 3 (k 一 1 ) 一 0
。

1 4 (1 8 )
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输输入 : 系统方程系数矩阵
,,

目目标函数加权矩阵
,,

约约束方程系数矩阵
,,

状状态和控制初始值
,,

设设定 心
’
(k )

, 孟梦
’

(k )))

给给定收敛控制精度 ￡￡

III 二 lll

vvv 劝七 (孟、
。

,, 孟梦
’
) = 000

VVV 功k + N (几、
o ’, 久梦

’
) 二 000

之之、
‘,
(k ) 二 孟气

‘一 , ’(k ) + a V 叻七 (入、
‘一 ‘, , 孟,a’二

’

)))

决决梦
’
(k )二 久丫

一 ” (k )于。 , 叻盆
. N (孟飞, 一 ’、 心

一” )))

求求出: v 功片 (之梦
’, 浇丫协协

VVV 功七
一 N(A、了

, , 久tzt
, )))

口口 二 梯度向量序列的全部部

元元素中绝对值最大者者
III 二 I + 111

输输出结果果

停停止止

存在着时滞效应
,

所以在方程 (1 5 )
,

(1 6)
,

(1 8 )中采用了滞后的 u ,

(叱)
, u : (k )

, u : (北)
。

另外
,

污水和废气尘埃排放量并不仅仅由这两

种排放源产生
,

为此在方程 (1 7 ) 和 (1 8 ) 中

分别加入
‘

0
。

0 8 x ;

(瓦) 和 0
。

1 5 x :
(无) 来考虑 这

个因素的作用
。

每个变量前面的常系数通过参

数辨识得到
,

具有各自相应的计算单位
。

除了

如上列 出的变量以外
,

仍有其他一些因素对模

型有影 响
,

其效果通过各个方程后面的常数值

这一项给予反应
。

令 x (北) = 〔w , (k ) 、
2
(k ) x : (叱)

x Z

(k )〕T

u (丸) = 〔u ; (北) u :
(北) u 3 (k )〕r

则动态方程 (1 5 )
,

(1 6 )
,

(1 7 )
,

(18 )

就可以表示成如下的向量形式
:

x (k + 1 ) = A x (k) + B lu (北+ 1 ) +

.

+ B Z林(k ) + B 。肠 (k 一 1 ) + B 。

其中
:

、

⋯
l
‘/

只�

Un甘�日U, .上.

⋯
nU八U斑Un
.

OO

Un
�八UO�

�”甘nU口勺,上1上八U八J八“

一一A
图 1 算法的计算框图

其中

w , (幼一 第 瓦周期 (年) 末地区的污水排放源

总量
,

以价值量作为计算单位 ;

w : (北)一 第 丸周期 (年 ) 末地区的废气尘埃排

放源总量
,

以价值量作为计算单位 ;

尤 : (幼一 第 北周期 (年) 内地区的污水排放总

量
,

以标准当量作为计算单位 ;

义 :
(丸)一 第 北周期 (年 ) 内地区的废气尘埃排

放总量
,

以标准当量作为计算单位 ,

“ , (幼一 第 瓦周
t

期 (年 ) 内地区治理污水排放

源的投资额
,

一

以价值量作 为 计 算 单

位 ;

u : (幼一 第 叱周期 (年 ) 内地区治理废气尘埃

排放源的投资额
,

以价值量作为计算

单位
;

u 。 (劝一 第 k 周期 (年 ) 内地区治理其他产生

污水和废气尘埃的污染源 的投资额
,

以价值量作为计算单位
。

因为从投资到形成 固定资产并发挥其作用

0
。

0 0
。

1
。

0 0
。

0
。

4 0
。

0
。

7 0
。

B : =

B : =

B s 二

一 0
。

1 2

0
。

0

一 0
。

4 2

一 0
。

0 1 2

一 0
。

1 5

0
。

0

一 0
。

5 2 5

一 0
。

0 1 5

一 0
。

0 3

0
。

0

一 0
。

1 0 5

一 0
.

0 0 3

0
。

0

一 O
。

2

一 O
。

0 8

一 O
。

1 4

0
。

0

一 0
。

1 6

一 O
。

0 6 4

一 0
。

1 1 2

0
。

0

一 0
。

0 4

,
一

0
。

0 1 6

一 0
。

0 2 8

0
。

0

0
。

0

0
。

0

0
。

0
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这个动态向量方程是系统方程 ( 1 ) 的特

殊情况
。

现在的问题是怎样做出一个最优投资
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策略
,

使得在
,

给定的时间周期内能用尽可能少

的投资额把污水和废气尘埃的排放源总量以及

排放总量都降到可能的最低水平
。

设给定的污染治理规划的时间 周 期 为 十

年
,

最优控制的目标函数由 ( 2 ) 式给出
,

加

权矩阵O (劝为一个七阶的常对角矩阵O :

Q == d ia g 〔1
.

0 1
.

0 1
.

5 2
.

0 1
.

0 1
.

0 1
.

0〕

1
1

1
“

】 3 ’ 4
} 5

w i (k )

w Z (k )

x i (k )

x : (k )

u i (瓦)

“ 2 (k )

u 3 (k )

。
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。

0 38 8

4 37
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6 87
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3 2 9

5
。
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。

7 7 9 9 2
。

3
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2 52 91
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。
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。

0 0 00

。

3 1 7 4

5
。

8 4 8 2

8 4 3

1 5 8

7
。

5 9 9 9 4
。

9

4
。

3 9
。

0 1 5 6】1 2

2
。
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。
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。
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4 0 1
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49 9
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2 1 9
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如下 的一些实际约束条件必须给予考虑
。

4
.

1 治理污染的投资总额年增长率应限

制在 15 % 以下
,

即

〔u
, ( k + 1 ) + “ : ( k + 1 ) + u : (瓦+ 1 )〕一

一 1
。

1 5〔u , ( k ) + “ : ( k ) + u 3
( k )〕镇 0

4
.

2 污水排放总量每年至少递减 2 %
,

即

x 一( k + 1 ) 一 Q
。

9 8 x
,

( k ) ( 0

4
。

3 废气尘埃排放总量每年至 少递减

3 %
,

即

x : ( k + 1 ) 一 0
。

9 7 x :
( 北)簇 0

4
.

4 为了保证。 : (k) 的投资效益
,

加入下

面两个约束条件

0
。

Osx
: ( k ) 一 u : ( k ) ) 0

,

0
。

1 5 x :
( k ) 一 u 3 ( k ) ) 0

4
。

5 所有变量非负
,

即

w
, ( k ) ,

w
: (瓦) , x ,

(瓦)
, x 。 ( k ) , “ 1 ( k ) ,

“ : (瓦) , u s ( 瓦) ) 0

初始条件为

( 1 0
。

0 、

w i (k )

w : (k )

大 i (瓦)

x : (瓦)

u i ( k )

移 : ( k )

“3 ( k )

0
。

5

5 7 9 111

7
。

6

1 7 6 1

8
。

4 1 9 9

5
.

5 7 2 5

0
.

0 0 0 0

6
。

5 5 3 6

3
。

9 8 79

4
。

9 8 3 7

0
.

8 7 8 6

�勺只n�匕n‘nJ工匕氏Ut才��

7 5 2 1 9 0 8 5 2 {1 1

0 4 5 5 0
。

6 1 2 4

。

5 3 6 5
。

3 1 9 0

0 0 0 0

1 3 7 0

2 5 0 2

1 1 9 7

6 6 6 3

0 8 0 9

2 6 0 0

0
。

0 0 0 0

3
.

6 6 8 1

3
。

1 8 5 2

2
。

6 0 7 5

1
。

6 2 3 2

2
。

1 7 3 4

0
。
0 0 0 0

5 结论

本文提出的分解协调
一

二次规划算法 能 够

解决在系统方程和线性不等式约束中存在滞后

变量的社会经济系统的最优控制问题
。

计算实

例表明
,

该算法是有效的
。

今 考 文 献

2 4
。

6

应用本文提出的分解协调
一

二次规划算法

求解该最优控制 问题
,

得到最终结果如下
。

1
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.
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M a o g as a r i a n O L
,

R i tt e r K e d
.

弓N o n lin e a r Pr o g r a m m in g
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(上接第 53 页)

C g R E T ; 返回

以上是单一量程的采集系统
,

故欠量
.

程信

息作用不大
,

可以不查询
。

但在自动量程切换

的系统中是必不可少的
。

图 2 中若用一程控放

大器取代 7 4 1
,

增益控制线接到P lo 的B 口就可

以实现自动量程切换
,

超量程 时将增益降低
,

欠量程 时将增益加大
。

同相放大器的增益

_ z x + 2 2

z 1

根据误差传递公式

: , =

鱼必止
~

。 : 1 、

0 2 :

aln A
, ,

az Z
乙2 2

一 之 2

3 误差讨论

本系统的误差来源于模拟开关A D 7 5 O3 的

接通电阻R 。 N ,

同相放大器与7 1 3 5 本身的误差

及其外界的干扰
。

同相放大器的输入阻抗

z : (z
: + z :

)

+ - - l 品
2 1 + 2 2

乙 2 2

z ‘ , = 2 2 , 。

户
; ‘ A

,

(S )z :

2 1 + 2 2

式中乞“ = ZM。是协A 74 1的差模输入阻抗 ; z ‘。

是它的共模输入阻抗
,

比差模输入阻抗高 2 一

3 个数量级
,

现取 2 0 0M 。; A
,

(s ) = 10 o d B 是

74 1的开环增益 , z , = I k
, : : = g k

,

代入上式

后可得
。

、

。。 。 、 。
、 ,

1
‘ , 八 ; _

,
。 。 , 、 _

八
、

芯‘’ = 乙 入 乙”v了 ‘ 入
而

入 上V 一

沁 “” U 、Ivl M 夕

^ D 7 5 0 3 的接通 电阻为 1 7 0 ~ 3 0 0。 ,

于是引入

的系统误差

y R =

R o N _ 3 0 0

z ‘r + R o N 4 0 0 X 1 0
6 + 3 0 0

澎0
。

7 5 x 1 0一

= 0
一

。

IA z : 一 0
。

g A z x

四位半 A / D 转换 器 的 分 辨 率为 o
.

S X

10
一 4 ,

可见
,

模拟开关接通电阻引入的误差九

可以忽略不计
。

而电阻R
:

与 R Z

的偏差引入的

误差却会产生严重的影响
,

必须进行精心的挑

选
。

此外可以借助 7 1 3 5 的校准电阻微调 基 准

源
,

以补偿 引入的误差
。

所以元件的稳定性比

匹配精度显得更为重要
。

因为时钟频率为 IO0k H z ,

采 样 时 间为

1 0 0 0 0个时钟周期
,

即1 0 0犯s ,

正好为 5 0月z
工

频干扰周期 20 m s
的整数倍

,

所以 系 统 的 串

模抑制 比 s M R 接近无 限大
。

为了提高 共 模

抑制比 c M R ,

最好将 7 13 5的负输入端浮 置
。

此外要特别注意地线的接法
,

数字地与模抑地

要严格分开
,

并在一公共点接 地
。

注 意 了 以

上提到的问题后
,

本系统的精 度可 达 士读 数

0
.

02 5 % 士 2 个 字
,

即当满刻度 时
,

精 度 为

0
.

0 3 5 %
。
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