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(提要〕 本文给出了簇本最小 二乘参数估计一最小二乘法
、

单
,

J卜附有控制系统辨识的计 算实例
,

、蜂产~ 一沪~ 一、~ ~ 一~ ~ 一 -

术人员直接使用
。

程序旦旦鑫丛旦里宜鲍制
,

递推最小二乘法 (带遗忘因子 )的烈丝多担图和程序清
在Z

一

80 微型计算机上调试成功
,

可供广大科研
、

工程技

( 8 )

、、、
.
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一一一 最小二乘法程序设计 Y (t + k )

1
.

最小二乘法公式表达

对于单输入
,

单输出控制系统
,

可有如下

的预报模型
:

y (t + k) = a l y (t) + a Z y (t 一 1 ) + ⋯ +

+ a 。

y (t 一 n + 1 ) + 日
。u (t) + 日

: u (t

一 1 )⋯ + 日
m

(t 一 m ) + c (t + k ) ( 1 )

其中m
, n 分别是输入

、

输出的阶次
, 。(t 十 k) 是

随机干扰
,

或称残差
, K 为滞后时间

。

令
:

o T = (a
, , a : ,

⋯
, a 。 ,

日
。 ,

日
: ,
⋯

,

吕
。

) ( 2 )

中
T
(t ) 二 (y (t)

, y (t 一 i )
,
⋯

, y (t 一 n + 1 )
,

u (t)
, u (t 一 1 )

,
⋯

, u (t 一 m )) ( 3 )

则模型 ( 1 ) 可以写成
:

y (t + k) == 中T (t)0 + 。(t + k ) ( 4 )

( 4 ) 式就变成 了最小二乘格式
,

如果令

( 4 )式中 t 为某采样时刻
,

( 6 )
、

( 8 ) 式

中滞后 k 规定为若千采样间隔之和
。

2
.

程序棍图
洲、

依据 (6) 式求 0 (t )的最小二乘公式程序框

图
,

如图 1
。

一扁色址
.

生望上巴黔生迸二纽竺色J
中

eT (t) 二 (a
l

(t )
, a :

(t) ⋯
, 。 。

(t)

日
。
(t)

,

日
:

(t)
,

⋯
,

日
。

(t)) ( 5 )

那么相应有求 0 (t) 的最小二乘公式
:

将将y ( t )
.

一
,

y(
.

1 ) 送矩阵H ( 之) 第一列
-

一
、、

yyy ( t 一 n + l )
,

一 y ( 2 一 n ) 送 卜I( t ) 第n 列 ...

... ‘理)
.

一
。(

’

1 ) 送H ( 亡) 第n + 1 列⋯⋯⋯
uuu ( t 一 m )

. .

⋯ u ( l 一 m ) 送城
r ) 第 n + m + 1 列列

井井将H ‘t) 确母母

掩掩岑‘七
.

七式之
.

y ( ‘ + K 一 x )
.

⋯ y ( z + K )))

送送输出列向量y ( t + K ) 中中

停停机
,

如倩值不合要求
·

可调芡 y ( t 十
K) 中的KKK

再再从头开始运算算

0 (t) = 〔H T (t)H (t)〕
一 ‘IIT (t)Y (t + k )( 6 )

其中
:

/ 护 (l )

{ 中T (2)

\

}

11 (t) = } 三 ( 7 )

巾T (t 一 1 )

\中T (t) /

田 1 最小二乘法程序框图

3
.

例魔与程序说明

i ) 本程序现输入的数据是文献 〔幻 中例
8

,

l的数据
,

包括1 00 个被控制量 一 y与 100 个

控制量 u ,

它们应分别按 1
,
2

,
⋯ ,

10 。的采样

时刻顺序输入
。

先输 一 y ,

后输 u
。

这样
,

程序

可以 自动完成组成数据组的工作
,

现每一数据

组取 4 个观测数据
,
即

.



信 息 与 控 侧 1 , “年 第 6 期

中(t) 二 〔一 y (t)
, 一 y (t 一 1 )

, u (t )
, u (t 一 1)〕

由于每组的观测数据中
, 一 y (t )与 一 y (t 一 1 )

之间
、

u( t) 与 u( t 一 1) 之间均相差一个采样周

期
,
输出向量Y (t + k )中 (现取k = 1 ) , t 又

滞后一个采样周期
,

如果再留一个调节 k 用的

采样周期
,

那么本例最多能取 97 个数据组 ,

2 ) 为适应 z 一

80 计算机规则
,

本程序 的

序号从零开始
,

赋值语句不加L E T
,

假设语句

为 IF⋯ ⋯T H E N ,

3 ) 5一 5 0分十行输入 1 0 0个
一 y值 (略) ,

4 ) 5 5一 1 0 0分十行输入 1 0 0个
u
值 (略) ,

1 50 一 1 52 定义控制量
u
数据组为 U (N )

,

被

控量 一 y数据组为Y (N )
, I三T (t )矩阵为A (M

,

W )
, H (t)矩阵为 B (W

,

M )
,

输出向量Y (t + k )

为D (W )
、

参数e (t )为 E (M ) ,

5 ) 3 9 5一 4 1 5将Y (t + k )读入 D (W ) 中 ,

6 ) 凌2 0一5 3 5将中(1 )到小(9 7 )共9 7 个数据

组读入 B (M
,

W )
,

即组成H (t) ,

7 ) 6 5 0一6 7 0将H (t)转置 ,

8 ) 6 8 5一1 0 8 5计算

言(t)
= 〔n T (t) H (t)〕

一 ‘
且T (t)Y (: 十 k )

并打印
,

如需〔II
T (t)H (t)〕

一 ‘
矩阵数据

,

可增

加 z (M
,

M )输出语句 ,

9 ) 一般地
,

如求得的 创t) 不合要求
,

可

调节k ,

如将4 0 0语句改为D (I) 二 一 Y (I + 3 )
,

再户

运算
。

(因本例已规定滞后为l ,

故无须调节
。

1 0) 如要改变原始数据个数
。

数据组个数

或维数
,

只须 改变 13 5 , i 通o , 1 4 5中 N
,

M
,

W 的

斌值即可 ;

1 1 ) 如果改变小(t )结构
,

可增减 4 2 0一5 3 0

中赋值语句
,

并改变M赋值 ,

1 2) 2 一
8 0 机对此例计算运行时间为 50 秒

钟
。

程序清单与输出打印见附录 I。

二乘法公式表示
,

直接可 以导出下述的计算参

数估值的递推公式
:

0 (t ) = 8 (t 一 1 ) + 入1 (t 一 1 )〔y (t) 一

小T (t 一 k ) 6 (t 一 1 )〕 ( 9 )

M (t 一 1 ) = P (t 一 l)中(t 一 k )印 + 中T (t 一

一 k )p (t 一 k )中(t 一 k )〕
一 ‘

(1 0 )

P (t ) = 1 / ‘〔P (t 一 1 ) 一 M (t 一 1 )中T (t 一

一 k )P (t 一 1 )〕 (1 1 )

为编程序方便起见
,

可将 (1 1) 式化为
:

P (t) = 1 / ‘{P (t 一 1 ) 一 M (t 一 1 )印 +

+ 小T (t 一 k )p (t 一 1 )小(t 一 k )〕M T (t 一

一 1 )} (12 )

有两种方法可用来得到初值p (0)
。

一种是

计算 ( 6 ) 式中〔H
T (0 )H (o)〕

一 ’,

其中H (o )

矩阵由若干初始数据 组 成
。

另 一 种 是 简 取

P( 0) 二 1 /
、I, I是单位矩阵

, : 是很小的正数
。

参数 p从 O< p 《 1中选取
。

2
。

粗序根圈

依据 (9 )
、

(10 )
、

(1 2 )式
,

递推最小二乘法

(带遗忘因子 ) 程序框图如图 2
。

p (0 ) 如取

〔H T (o)I! (o)〕
一 ’,

那么可利用上一节程序进行

计算
,

相应增加 z (M
,

M )输出打印
。

e
一

可由 (0
,

。,

⋯
, 。)

T

开始
,

也可以利用上一节的程序
,

先

求出 eo

置置初始P( r一 )
,

白( t 一 )
.

数据组护( t 一 K )
,,

子子( t 一 K 一 1)
. _ _ y 《t) 值值

令令p (t 一 l )仁 P (t )
.

沪工t 一 K )仁沪(一 K + J )
- .

一一
仓仓〔t 一 l )

苗
( t )

,

户( t 一 1 ) 怡声《t)))

二 递推最小二乘法

(带遗忘因子) 程序设计

1
。

道推最小二乘法 (带遗忘因子) 公式

农达

对控制系统而言
,

参照 (1) 一 (8) 式的最小

图 2 递推最小二乘法 (带遗忘因子) 程序框 图

3
。

例口与程序说明

某系统由 ( 1 ) 式形式的差分方程表示
,

具体地有
:

y (t + 1 ) = a : y (t) + a : y (t 一 1 ) + p 。u (t) +

+ 日
: u (t 一 1 ) + e ( t + 1 ) (1 3 )

令
:

ST = (a
: , a : ,

日
。 ,

日
,

)

中T (t ) = (y (t)
, y (t 一 1 )

, u (t)
, u (t 一 1 ))
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关子。的估值
,

即可运用递推最小二乘法 程 序

计算
,

程序说明如下
:

1 ) 10 一 40 用最小二乘法辨 识 得 到 的

〔H T (t)H (t )〕
一 ‘
数据

,

作本程序的 P(t )值 ,

Z 、

2 ) 5 0 为 e( t) 值
,

用最小二乘法 先 求

出的 ;

3 ) 6 0一7 0 为中(t)
,

巾(t + 1 )值 ;

4 ) 1 0 0 为y (t + 1)值 ;

7 ) 2 7 0 新中(t + 1 )值 ,

s ) 2 5 0 转子程序
。

2 8 0 条以后重复 2 6 0

到 2 8 0的步骤
,

输入新 y (t + 1)
,

中(t + 1 )各项数

据
,

进行计算,

9 ) 输出打印中
,

N
,

(I)为 中(t + i) 值
,

x (I)为小(t )值
,

G 为6 (t + 1 )值 ;

10 ) 如系统的差分方程中
,

滞后 k大于 1 ,

程序应作相应变化 (参考 文 献 〔4 〕) ;

5 ) 6 7 0一1 2 3 0 求 0 (t + 1 )

忘因子 p取 O
。

9 5 多

6 ) 2 6 0 新y (t + 1 )值 ,

附录

1 3 5 N 二 9 9

1 4 0 M 二 3

1 4 5 W
“ 9 6

1 50 D IM Y (N )
,

U (N )
,

P(N )
,

A (M
,

W )B (W
,

M )

15 2 D IM C (M
,

M )
,

Z(M
,

M )
,

D (W )
,

F (M
,

W )
,

E (M )

15 5 FO R I = 0 T O N

1 6 0 R E A D Y (I)

1 6 5 N B X T I

17 0 FO R I= 0 T O N

17 5 R E A D U (I)

1 8 0 N EX T I

39 5 1 ” 0

4 0 0 D (I) 二 一 Y (I + 2 )

40 5 1 二 I + 1

4 1 0 IF I 二 W + 1 TH E N 4 20

4 1 5 G O T O 4 00

42 0 1 = 0

4 2 5 B (I
, 0 ) = Y(l+ 1 )

4 3 0 1 = I + 1

4 3 5 IF I “ W + 1 T H E N 4 4 5

4 4 0 G O T O 4 2 5

4 4 5 PR INT

45 5 PR IN T

4 6 5 1 = 0

4 7 0 B (I
,
1 ) = Y (I)

4 7 5 1 二 I+ 1

4 8 0 IF I 二 W + 1 T H E N 4 9 0

4 8 5 G O T O 4 7 0

4 9 0 1 二 0

的子程序
,

遗 I D z 一

80 机 对 此例计算一次 8值
,

仅 需

2 秒钟
。

程序清单与输出打印 (摘录) 见附录
。

工 最小二乘法程序漪单与输出打印

4 9 5 B (I
,
2 ) 二 U (I+ 1 ) 8 10 C = l/ C (S

,

S )

5 0 0 1 二 I+ 1 8 15 G O SU B 9 0 0

5 0 5 IF I二 W + 1 TH E N 5 15 8 20 FO R T 二 0 T O M

5 10 G O TO 49 5 8 2 5 IF T 二 5 T H E N 8 4 0

5 15 1 = 0 8 3 0 C 二 一 C (T
,
S )

5 20 B (I
, 3 ) 二 U (I) 8 3 5 G OSU B 9 2 5

5 2 5 1 = I + 1 8 4 0 N E X T T

5 3 0 IF I二 W + 1 T H E N 6 50 8 4 5 N E X T S

5 3 5 G O T O 5 2 0 8 5 0 G O TO 9 5 0

6 5 0 FO R I二 0 TO W 8 5 5 FO R J 二 0 T O M

6 5 5 FO R J 二 0 TO M 8 6 0 B = C (S
,

J)

6 6 0 A (J
,
I) = B (I

,

J) 8 6 5 C (S
,

J) = C (T
,

J)

6 6 5 N EX T J 8 7 0 C(T
,

J) = B

6 70 N E X T 1 8 7 5 B = Z (S
,

J)

6 8 5 FO R K 二 0 T O M 8 80 2 (S
,

J) 二 Z (T
,

J)

69 0 FO R I二 0 T O M 8 8 5 2 (T
,

丁) = B

69 5 5 = 0 8 9 0 N E X T J

7 0 0 FOR J= 0 TO W 8 9 5 R E T U R N

7 0 5 5 = A (I
,

J )一B (J
,

K ) + 5 9 0 0 FO R J = 0 T O M

7 10 N E X T J 9 0 5 C (S
,

J) = C一C(S
,

J)

7 15 C (I
,

K ) 二 5 9 1 0 2 (S
,

J) 二 C 一Z (S
,

J)

7 20 N E X T I 马15 N E X T J

7 2 5 N E X T K 92 0 R E T U R N

7 6 0 FO R S = 0 T O M 9 2 5 FO R J = 0 T O M

7 6 5 2 (S
,

S) = 1 匀30 C (T
,

J) = C (T
,

J) + C 书C (S
,

J)

7 7 0 N E X T 5 3 35 2 (T
,

J) = Z (T
,

J) + C 赞Z(S
,

J)

7 7 5 FO R S 二 0 T O M 94 0 N E X T J

7 8 0 FO R T 二 5 T O M 9 4 5 R E T U R N

7 8 5 IF C(T
,

S )< > 0 T H E N 8 0 5 9 5 0 PRINT

7 9 0 NE X T T 9 8 5 FO R K 二 0 T O W
7 9 5 PR IN T

“

MA T R IX S IN G U L IR
.

9 9 0 FOR I = 0 T O M

8 0 0 G O TO 10 8 5 99 5 5 = 0

8 0 5 G OSU B 8 5 5 1 0 0 0 FO R J 二 0 T O M
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1 00 5 5 ” Z (I
,

J)奋A (J
,

K ) + S

10 10 N E X T J

1o l5 F (I
,

K )
二
S

10 2 0 N E X T I

1 0 25 N E X T K

10 3 0 FO R I ‘ 0 TO M

1 0 3 5 5 二 0

1 0 40 FO R J 0 0 T O W

10 4 5 5 二 F(I
,

J)一D (J) + S

10 5 0 N E X T J

10 5 5 E (I) = S

10 6 0 N E X T I

10 6 5 FO R I = 0 T O M

1 07 0 PR IN T

10 7 5 PR IN T
‘

E (I) 二
. , E (I)

1 0 8 0 N E X T I

1 08 5 E ND

打 印 输 出
E (I) 二 一 1

.

5 0 0 0 0 5 9 0 6 84 6

E (I) 二 0
.

7 00 0 0 6 6 2 7 5 8 2 8 5

E (I) 二 0
.

9 9 9 9 6 6 0 10 5 9 7 1 4

E (I) = 0
.

5 00 0 3 15 4 4 1 4 4 5 6

⋯
> >

附录 11 邀推 . 小二乘法 (带退忘因子 ) 程序清单与物出打印 (摘录)

10 D A T A 3
.

2 6 E
一 0 3

, 一 1
.

2 3 E
一 0 4 ,

1
.

9 8 E
一0 3

, 2
.

8 E
一

0 3

2 0 D A T A
一
l

.

2 3 E
一

0 4
,

6
.

7 7 E
一 0 5

.

一 7
.

3 E 一 0
.

5 , 一 2
.

54 E
一
0 5

3 0 E D A T A 1
.

9 8 E
一
0 3

, 一 7
.

3 E
一

0 5
,

2
.

2 4 E
一
0 3

,
6

.

4 3 E
一

0 4

4 0 D A T A 2
.

8 E
一
0 3

, 一 2
.

54 E
一

0 5
,

6
.

4 3 E
一
0 4

,
3

.

6 3 E
一
0 3

5 0 D A T A
一
0

.

0 24 4 9
,

1
.

1 7 3 9 E
一

0 3
,

1
.

2 9 58
, 一 0

.

15 4 5

60 D A TA 一 1 2 2
, 一 13 0

,
8 5

,
8 1

7 0 D A T A 一 1 3 0 , 一 12 2 , 9 4 , 8 5

8 0 N 二 3

90 D IM A (N
,

N )
,

X (N )
,

G (N )
,

N I

(N )
,

Y (N )
,

B (N )

9 5 D IM F (N )
,

H (N
,

N )
,

M (N )

10 0 2 = 13 0

1 10FO R I= 0 TO N

1 2 0 FO R J 二 0 T O N

1 30 R E A D A (I
.

J)

1 4 0 NE X T J

15 0 N E X T I

1 6 0 FO R I = 0 T O N

1 70 R E A D G (I)

1 8 0 N E X T I

1 9 0 FO R I = 0 T O N

2 0 0 R E A D X (I)

2 10 N EX T I

2 2 0 FO R I = 0 T O N

23 0 R E A D N I(I)

2 4 0 NE X T I

2 5 0 G OSU B 7 50

2 6 0 2 , 1 4 1

27 0 D A T人
一
1 4 1

, 一 13 0
, 10 1 , 9 4

28 0 G O S U B 6 7 0

6 4 0 E ND

6 70 FO R I= 0 T O N

68 0 X (I) 二 N I(I)

6 90 N E X T I

70 0 FO R I= 0 TO N

7 10 R E A D N I(I)

7 20 N EX T I

7 2 1 PR IN T

7 40 PR IN T

7 5 0 FO R I 二 0 T O N

7 6 0 PR IN T
“

N l(I) 二
, 一N l(I)

,

7 7 0 N E X T I

7 7 5 PR IN T

7 8 0 FO R I = 0 T O N

7 9 0 PR IN T
‘

X (I) = “ .X (I)
,

8 0 0 N E X T I

8 0 1 PR IN T

8 1 0 FO R I = 0 T O N

8 2 0 5 = 0

8 3 0 FO R J = 0 TO N

8 4 0 5 二 A (I
,

J )一X (J) + S

8 5 0 N E X T J

8 6 0 Y (I) 二 S

8 7 0 N E X T I

8 8 0 5 = 0

8 9 0 FO R I= OTO N

9 0 0 5 二 X (I)一Y (I) + S

9 1 0 N E X T I

匀2 0 C = S

9 3 0

9 4 0

9 5 0

9 6 0

9 7 0

9 8 0

9 9 0

1 0 0 0

10 10

10 2 0

10 3 0

1 0 4 0

1 0 50

1 0 6 0

1 07 0

1 08 0

10 9 0

1 10 0

1 11 0

1 1 20

1 1 3 0

1 14 0

1 1 50

1 16 0

1 17 0

立18 0

1 1 90

1 2 00

1 2 10

1 22 0

1 23 0

W
二 l/ (0

.

9 5 + C )

FO R I = 0 T O N

B (I) = Y (I)一W

N E X T I

FO R I 二 0 T O N

F(I) 二 B (I)一(C + 0
.

9 5 )

N E X T I

FO R I = 0 T O N

FO R J = 0 TO N

H (I
,

J) 二 F(J)资B (I)

N E X T J

N E X T I

FO R I = 0 T O N

FO R J = 0 T O N

A (I
,

J) = (A 叹I
,

J) 一 H (I
,

J) )

一(l/0
.

9 5 )

N E X T J

N E X T I

S = 0

FO R I = 0 T O N

S 二 X (I)一G (I) + S

N E X T I

L 二 S

L l 二 Z 一 L

FO R I 二 0 T O N

M (I) = B (I). L I

N E 洲T I

FO R I = 0 T O N

G (I) 二 G (I) + M (I)

PR IN T
‘

G 二 ” , G (I)
,

NE X T I

R E T U R N

打印输出 (摘录)

N I(I) 二 一 2 0 0

X (I) = 一 18 9

G = 一 0
。

4 6 0 7 7 2 0 4 6 9 60 2 3

N l (I) 二 一 18 9

X (I) = 一 17 9

G = 一 O
,

0 7 3 1 5 3 0 44 2 9 1 3 5 3

N l(I) 二 15 0 N l (I) 二 16 0

X (I) = 1 6 0 X (I) 二 15 0

G 二 0
。

8 6 5 5 3 0 70 5 了7 6 1 (下 转 3 8页 )
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能满足一般工程计算的需要
,

若需进一步提高

计算精度
,

可于实频特性的低
、

中频入手
,

加

置误差校正措施
,
即可使误差很快下降

,

整个

计算过程巳编成计算机程序
,

可由计算机来完

成
。

、,矛
舟O了.、

、.,.户
玄。 = 玄-

。/ 。 二 1 八1 + 。% )

其中 才, 、

d % 是不带反超调调节器时系统

在单位阶跃输入量作用下的 t .

和 d %
。

按( 6 )式镇定的系统在单位阶跃输入量作

用下具有d %二 。 , t , 二 公
。

的优质动特性
。

当采用 卫类反超调调节器时
,

应按二阶线

性遏近方法求出不带反超调调节器的系统在单

位阶跃输入量作用下 的 : ; 、

t.
、

t , 、

d % 等数

值
,

并由此绘出
x (t ) 的 大 致图形

,

然后求出
t。

、

t . ,

使夕(‘) == 戈 (尤) 一 x (t 一 r
。

)在r “ t . 时有

最大值y( t。) = i
,

使电子开关J在 (t
。 , t 。)时间内

吸合
,

即可实现 6 % 二 o
, t , 二 t :

的优质动特

性
,

这样的动特性巳接近最佳动特性
,

远比电

气传动设计中的
“
三阶最佳

”
加惯性滤波的动

特性要好
,

而且设计
、

调整都很简便
。

实际工

程应用中
,

还可将图 8 中的反超调调节器改接

在闭环内W
:
(s )之前

,

用输入信号和反馈信号

来控制 电子开关 K 或 J 的动作时间
,

也可用微

处理机代替反超调调节器
,

使系统不仅能够实

现似最佳动特性还可以抑制干扰的影响
。

附录 (璐)

1
.

二阶线性逼近系统参数计算公式的推导

2
.

列线图 3
、

4 的绘制依据

3
.

闭环实频特性曲线的采样 值 R
。 、

口 . 、

。 。

或。
; 、

R (。
。

/ 3 )
、

R (2口 / 3 ) 的确定方

法

4
。

定理和推论的证明

5
.

在二阶线性逼近方法的基础上提高时域

特性逼近精确性的方法

6
.

反馈控制系统按二阶线性逼近方法进行

设计的B A sI C程序
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G = 一 0
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