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〔提要〕 本文提 出一 种具有跟踪特性的最小方差 自校正控制算法
.

用本算法设计的控制系统
,

可 以得到优 于用其他

最优算法设计 的系统所能得到的跟踪特性
,

同时又保持了对噪声 的最小方差控制能力
。

此算法适用于任何稳定 /非稳定
,

最小相位/ 非最小 相位系统
,

也可以认为它是 文 〔7 〕 中算法的发展
,

而具有比文 〔7 ) 中算法更易子设计 和更优 的 跟

踪和调节特性
。

以
一 引 言

随着计算机控制技术的迅速发展和应用
,

用于离散
、

随机系统的控制算法正受到人们越

来越多的重视和研究
。

在众多的算法中
,

由于最

小方差调节算法
〔”, ‘’

在稳态时能将干扰 对 输

出的影响减到最小值
,

从而在实际系统中
,

特

别是过程控制系统中得到了广泛的应用
。

但众

所周知
,

最小方差调节算法不能应用于跟踪系

统
,

即使是对只需改变工作点的定 值 控 制 系

统
,

这类算法往往也不能很好地工作
。

为此
,

本文将提出一种具有跟踪特性的最小方差控制

算法
,

该算法结合了最小方差调节算法
〔4 ’ 和

极点配置控制算法
【“’
的特点

,

使闭环系 统 兼

有较好的动态控制和稳态调节能力
。

其中 A (q
一 ‘

) = 1 + a ; q 一 ’ + ⋯ + a 。 ; g 一” 。

B (口
一 ‘

) = D 。 + b , 口一 ’ + ⋯ + b玲。口
一儿 b

c (口
一 ‘) = 1 + C , g 一 ‘ + ⋯ + C玲

‘

口一”
c

q 一 ’

为延迟一步算子
,

y( 约为输出量
, u (约为控

制量
, “(t )是方差为了 2 ,

均值为零的白噪 声
,

c (q
一 ‘)稳定

, B (q
一 ‘

) 在单位圆上无零点
。

为书写简便
,

下面引进一些符号定义
。

对任一多项式

d (g
一 ’

) = d
。 + d IQ一 1 + ⋯ + d 玲 ‘q

一儿 ‘ ( 2 )

若 d o d 斗 O
,

则记

二
, _ , 、

1 _

⋯
, ,

a 、q
一

J =
~
丁

一

一一

q “‘ a 、q )
以拄 d

若将d (q
一 ‘

)分解成稳定部分 d+ (q
一 ’) 和不稳定

部分d 一 (q
一 ‘)

,

即

d (a
一 ‘) = d +

(口
一 ‘)d

一

(a
一 ‘) ( 4 )

L
二 稳态最小方差调节算法

本节将叙述并证明P et el’k a ‘今’
的稳态最小

方差调节算法
。

P e te l.k a
的算法实质上是著名

的人s t r 6 m 「” 最小方差调节算法的推广
,

当被

控系统是个最小相位系统时
,

二者是等价的
。

但对非最小相位系统
, P e t e rk a

的算法能使系统

具有闭环稳定条件下的最小方差输出
。

假设被控系统为

A (q
一 ‘)夕(云) = 叮一 正B (q

一 ‘)u (t) +

+ C (g
一 ‘ )e (才) ( 1 )

则记 d *

(口
一

) = d +

(q
一 ‘)d

一

(Q
一 ‘) ( 5 )

显然
,
若 d (q--

’

) 在单位圆上无零点
,

则

d *

(q
一 ‘)总是稳定的

。

定理 1 对系统 ( 1 )
,

使闭环系统稳定
,

且稳态

输出方差时 = E {对 } 达到最小的最优控制律为

F (q
一 ‘)u (才) = 一 G (口

一 ‘)夕(才)
.

( 6 )

其中 F (q
一 ‘

) = F (a
一 ‘

)T (g
一 ’

) ( 7 )

G (q
一 ‘

) = 万 (q
一 ’)T (q

一 ‘) ( 8 )

r (q
一 ‘)为 任一 稳 定多项式

,

子(q
一 “

)
,

口钩
一 ’)

由下式决定

. 收到本文的时间是19 8 6年 7 月 18 日
,



信 息 与 控 制 1 9 8 6年 第 6 期

A (口
一 ‘
)了丈口

一 ’) + 。一‘B (q
一 ‘)反。一 ’)

= C (口
一 ‘)B

*

(口
一 ’) ( 9 )

其中 d e g 了(q
一 ‘) = n 。 + 叱一 1 , d e g 口(q

一 ‘
)

= m a x (n
。
一 1 , n ‘ 一 北)

证明 对系统 ( 1 )
,

采用控制律 ( 8 )

后
,

闭环方程为

夕(亡) = 〔c (q
一 ‘ )F (q

一 ‘) / (A (q
一 ’)F (Q

一 ‘) +

+ 口一 ’B (口
一 ’

)G (口
一 ’) )〕e (t )

垒W (口
一 , )e (t ) (1 0 )

如闭环是稳定的
,

则稳态输出方差为

J

_ ,
。

。_ . , 、 _ 1
丈

“ ‘= 。 飞y ’了 一
厄牙了甲

‘w (:
一 , )w (: )巫

(1 1 )

零
。

又 F (z
一 ‘)

,
G (z

一 ’) 的选取不影响上式中

第一项的值
,

所以
,

如取 叻(z ) = O 可使 心 达

最小
,

即

F (z )q (z ) + B +

(z )P(z )G (z ) = 0 (1 6 )

从而得到
:
取 ( 7 )

,

( 8 ) 二式决定的F (z )
,

G (z乏可满足 (1 6 ) 式
,

即
,

使
a Z ,

达到最小
O

同时我们验证
,

取 ( 7 )
,

( 8 ) 二式决定的
F (z )

,
G (z )时

,
A (口

一 ’

)F (口
一 ‘) + 口一 ‘B (口

一 ’

)

G 匆
一 ‘) = T 甸

一 ’)B
*
(口

一 ‘)C物
一 ‘

)
,

即闭环是稳

定的
。

在定理 1 中
,

我们对 P e te rk
a
的原算法作

了两点修改
: ¹ 在 ( 7 )

, ( 8 ) 二式中
,

引入了

一稳定多项式T ( q 一 ‘)
,

这样为下节推导新算法

作了准备 ; º 在原文中
,

最小方差性质是按模型
‘ 刁

现对W (劝作如下变换
e ( t ) ( D (Q一 ’

)
,

W ( z ) =
C ( z )F ( z )

, “ , 摊芸笋护
杯“ ,

· C (口一 l )
D (口

一 生)

A ( z ) F ( z ) + z 七B ( z ) G (么)

_ z ’万( z )

B 一

( z )
(

P ( z ) ( 12)
z 上B 一 ( z )

其中

劝( z ) =

c ( q ~ ’

) 稳定) 推导的
。

对于系 统 ( 1 )
,

其

结果是按上述模型取 D (丁
‘) = A * (q-- ’) 得到

的
。

作者认为
,

当 A (口一 ‘) 不稳定时
,

这种做

法并不严格
,

所 以在定理 1 中
,

我们直接从模

型 ( 1 ) 出发推导了最小方差的结果
。

、、矛/
、、.声

2
户‘、,

切+

F ( z )口( z ) + B +
( z )P ( 名) G ( z )

A ( z ) F ( z ) + z 七B ( z ) G ( z )
( 13)

p ( z ) , q ( z )满足方程

A ( 之)P( z ) + z ‘B 一( z )叮( z ) = C ( z )B 一 ( z )

( 14)夕

d e g P( z ) = n 。 + 北一 l, d e g 叮( z ) 二 m a x ( n
。

一 l , n 。
一 k )

,

从而有

三 具有跟踪特性的最小

方差控制算法

“‘=

命
,
·

+ 劝“ ,)(

B ( z ) B ( z
一 ‘

)

B 一

( z ) B
一

( z 一
’)
(

p ( z )
z 七B 一 ( z )

J

P( z
一 ‘

)
2一 舌B 一

( z
一 ‘

)

+ 劝( :
一 : )、丝

K f , P ( z )P ( z
一 ’ ) 二

二二

—
. 勺J .

一
l

2兀夕L
‘ “

B 一 ( z ) B 一 ( z 一 ‘ )

+ 手
‘

讥
z )劝( :

一 ‘) 卫三 +

+ 2手
p ( z 一 1

B 一

( z
一 ‘

, ( : ) d : }
因哪

‘)在单位圆内解析 , 所 以丰式最后一项为

使最小方差调节器具有跟踪特性的问题
,

已有许多文章讨论过
【“’ 3 ’“’。

但以往的做法一

般是将参考输入 y ,

( t) 引入控制指标 函数
,

然

后选取一控制律
,

使这个广义控制指标函数达

到最小
,

从而达到跟踪 y( 约的目的
。

这样做会

带来一些问题
,

对co 步最优控制算法 ‘“’ ,

在计

算 艺时刻的控制量时
,

需知道t时刻以后的y :

( t)

值
,

这势必在算法中对 y :

( t) 要做一些事先的

假设
,

从而限制了应用范围
。

同时对控制量取

值范围有限制的系统
,

用最优控制律设计出来

的闭环系统的动态特性往往不易做得很好 (即

存在加权因子的合理选择问题)
。

而对于一步

最优控制算法
「2’ ,

虽然计算 u( 约 时只需要用

到当前的y :

( t ) ,

但控制指标函数中的各加权系

救必须严格选择 , 否则很难使系统只有良好
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动态特性
,

甚 至会使闭环不稳定
。

另外
,

控制

量加权项的引入还牺牲了输出方差
。

本文中
,

我们将采用文 〔7 〕的思路
,

即

将系统的输出分为受噪声千扰引起和跟踪参考

输入二部分
,

对这二部分分别实行最小方差控

制和极点配置
,

从而使系统同时具有较好的抑

制干扰和跟踪特性
。

在以下的推导 中
,

为书写简便
,

将省去各

多项式中的变量 q 一 ‘。

对于系统 ( 1 )
,

如采用控制律

F u (t ) = 一 G 夕(t ) + G : 夕 ,

(t) (1 7 )

(其中F ,
G

,
G ,
是关于 q 一 ‘

的三个适 当次数的

多项式
。

) 则有闭环方程

y (t ) =
口一 七B G

A F + q 一 云B G
y

,

(七) +

F C

面西了琢心
~ “、‘’吕下“ ‘’十 夕忍、‘’

(1 8 )

成立
‘“’ ,

其中T为由设计者自己选定 的 多 项

式
。

将 (1 8 ) 一 (2 3 ) 代入 ( 1 )
,

得

A 夕2 (t) = q 一 ’

Bu
Z
(t) + Ce (t) (2 5 )

F u :
(t) = 一 G y :

(t) (2 6 )

由定理 1 可知
,

对系统 (2 5 ) 采用控制律

(2 6)
,

如取

F = FT (2 7 )

G =
.

乙寸 (2 8)

其中了
,

吞满足

A万+ 口一 生 丑己 == 刀* c (2 9 )

d e g下 = n 。 + k 一 i ,
d e g 口 = m a x (n

。
一 z

, 柞。 ,

瓦)
。

可使稳态时弓
: = E {式 (t )}达最小

。

下 面 选取

G
L ,

使 (2 4 ) 成立
。

将 (2 7 ) 一 (2 9 ) 代 入

(2 0 ) 得

y l (t ) =
q 一 七B G

I

T CB *
y

,

(t ) (3 0)

u (才) =
A G

(云) -

比较 (2 4 ) 与 我们求得

G C

A F + 口一 七B G
e (t )垒u ,

(t ) + u : (t ) G 1

(3 0 )
,

T (1 )

B (l )
CB

*

(3 1 )

(1 9 )

其中 y : (幼 = y
,

(t ) (2 0 )

为跟踪参考输入 y
,

(仆 的那部分输出 ;

y Z (才) =
F C

A F + g 一 k B G
e (t ) (2 1 )

为受噪声
。(约的千扰所引起的那部分输出 ;

卜 A G
. , 、 , ‘ _ 、

u ,
“ ’“ 厌, 下子、丽

一 y ! 气不’ 吸乙艺 ,

为跟踪参考输入所需的控制量 ;

u : (云) =
一 G C

A F + 口一 ‘B G
召(公) (2 3 )

1
.

显式自校正控制算法

对于参数未知的系统
,

结合上面的讨论和

利用分离性原理
,

我们可得如下的显式自校正

控制算法
:

¹ 在时刻 t ,

用递推推广最小二乘法辨识

A A

系统参数
,

得 估计 值 A : (口一 ’)
, B : (口一 ‘) ,

八

c ,

(口
一 1 )

。

º 解方程

五
,

( 。
一 , ) 了

: (。一 ‘) 十 。
一 ,

会
‘

(。
一 ;

)否
,

(。
一 ‘)

八 八

= 丑份( 口
一 ‘) c : ( q 一 ‘) ( 32)

然后计算
为克服噪声干扰所需的控制量

。

为抑制噪声干扰
,

应使a ;
2 二 E {为

’ (云) }达

最小
’‘’ ,

为使系统具有理想的跟踪 特 性
,

应

使

F ,

( q
一 ’) = F : ( g 一 ‘)T ( Q

一 ’)

G , (口一 ‘) = 瓦 (口一 ‘)T (叮
一 ‘)

( 33)

( 34)

。 .
, , 、 _ T (1 ) q 一 七B 、 , , , 、

产“
“ ’ 一

画万
一

万万
了 r 、 ’ ‘ 、 “” l

G : , (。一 ,

) =

典业仑
: (。一 ‘

)。: (。一 : )

B , ( 1)

叹冬争)
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» 计算控制量
F 。

(口
一 ‘) u (云) = 一 G ,

( Q
一 ‘) 夕(云) +

+ G : ,

(口
一 ’

)夕
:

(滚) ( 36 )

2
.

显示自校正控制算法的优点

推导本算法的思路与文〔7 〕中算法的思路

基本一致
。

但同文〔7 〕中的算法相比
,

本算法具

有以下优点
:

¹ 由于最优部分采用了 P e t e rk a
的最小方

差控制策略
,

所以对于非最小相位系统
,

免去

了原算法中的控制量加权因子选择这一麻烦问

题
,

同时还可达到比原算法更小的噪声引起的

输出方差
。

º 在本算法中
,

特征多项式T (丁
‘ )是通过

反馈回路获得的
,

而不是象文 〔7 〕中通过前馈

回路获得
。

这样当系统的控制量取值范围有限

制或外界对输出有较大扰动时
,

本算法跟踪特

性要比文〔7 〕中的算法好得多
。

3
.

算法中极点多项式T (丁
‘ )的选取

T ( q
一 ’)的选取是由设计人员按所控对象的

具体特性和控制的具体要求决定的
,

没有一个

一般的方法
。

但对于惯性较大且控制量取值范

围有限制的一类定值过程控制系统
,

我们可以

估算出所应配置极点的大致值 ; 如 己知系统在

工作范围内所能达到的最大惯性量 (即加负方

向控制量后
,

输出继续往正方向跑的量 ) 小于

D Y ,

并要求当 }y( t) 一 y :

}< D Y时
, y (t ) 的变

化率不大于 ‘Y ,

贝。可 取 T ( q 一 ) · ; 一 ( , -

乙Y 、
_ , 、

、
,
、一

, 。
、

丫 ~ ~ 一 一
、

,
, J 、 ,

皓
r 、

。

二
共今 】q

一 ‘,

这样可保证系统无超调地达到设定
D Y , , 7

一 ”
‘ 护 , -

一 ,
’

刀 “ / ~ ~
, ‘ ’

目一
一 “

一
, ~

值y : 。

关于T( 丁 ‘)选取的更详细讨论
,

将在另

文中给出
。

4
.

B (q
一 ‘)在单位圆上有零点的处理

对B ( q
一 ‘ )多项式

,

我们规定它在单位圆上

无零点
。

如实际系统的B (q
一 ’)在单位圆上有零

点
,

我们可将B ( q 一 ‘) 的零点往单位圆内移一点

后再计算 B *

(q
一 ‘

)
,

这样算法照样可用
。

另外

还需要注意到二点
:

¹ 对 B( 叼
一 ‘ ) 多项式 , 并没规定首项系数

b 。
年 o ,

这也就是说算法可适用于时延未 知 系

统
。

在模型 ( 1 ) 中
,

引入 q 一 七

项的目的是为

了尽可能地减小 B (丁
‘ ) 的阶次

,

从而减少算

法的计算量
。

º 方程 ( 29 ) 有解的充要条件是 A (丁
‘ ) ,

B( q 一 ‘ )无不稳定公因子
,

这个条件比一般的极

点配置控制算法要求 A ( q 一 ‘

)
,

B( q 一 ‘

) 互质的

条件要弱得多
,

也就是说算法的适用范围比较

广
。

5
.

对算法的计算量评价

本算法的一个缺点是计算量比较大
,

在每

个采样周期内需由B( q 一 ‘

)计算B “

(q
一 ’

)
,

同时

还需解一多项式方程 (2 9)
。

但作者认为这并

不影响算法的实用性
,

原因有二
:

¹ 随着计算

机技术的发展
,

对于一般的过程控制系统
,

有

足够的时间和内存去进行复杂的运算; º 对于

一般的实际系统
,

系统的阶次不会是很高的
,

这样我们可事先将控制器参数写成系统参数的

代数表达式
,

控制时只需将系统参数代入表达

式做几次代数运算即可
,

所以计算量 不 成 问

题
。

刁

四 仿真结果

对下述系统进行了仿真实验
。

( 1一 1 。

9召一 ] + 0
.

9召一 2 ) 夕‘

= 召一 “

( 1 + 2召一 1 ) u
: + ( 1 + 0 .

4叼一 ‘) e ,

( 37 )

这是一个非最小相位系统
,

且有一个极点在单

位圆上
。

我们分别从跟踪特性和抑制噪声干扰

这两方面考察一下算法在该系统中 的 应
·

用 情

况
。

首先考察跟踪特性
。

在实际系统中
, 控制

量 u :

的取值范围总是有一定的限制的
,

在这

里我们取一种在温控系统中比较常见的情况
,

,

限制 一 0 .

02 ( ut 成0 .

1 ,

即系 统具 有 上 升 容

易下降慢的特性
。

如取闭环特征多项式T ( q 一 ‘)

= l ,

即不配置闭环极点
,

则得系统跟踪方波信

号时输出量曲线和控制量曲线如图 1 所示
。

我

们看到系统的输出量有很大的超调
,
为此

,

我

J
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L 们利用算法可以配置极点的特性
,

取T (q
“ ’) =

1 一 0
.

8q
一 ’,

以降低输出量的上升速率
,

此 时

系统跟踪方波信号的输入
、

输出曲线如 图 2 所

示
,

我们看到系统具有较好的跟踪特性
。

下面我们 比较一下一般的极点配置自校正

算法与本文提出的算法在抑制噪声干扰特性方

面的区别
。

用极点配置方法设置闭环特征方程
T (Q

一 ‘) = 1 一 o
.

sq
“ ’

时系统的稳态输 出如图 3

所 示
,

其稳态输出方 差 时
= E {y

: 一 y
,

)
“

} *

。
.

5 2 9
。

采用本文 提 出 的 算 法 设 置 相 同 的

T (q
一 ‘)得到的稳态输出如图 4 所示

,

其输出方

差 a 矛
= E {y

, 一 y :

)
“

}“ 。
.

2 0 3 ,

我们看到算法的

最优特性是很明显的
。

北京控制工程研究所的屠善澄研究员对本

文的写作给予了精心的指导
,

在此表示衷心的

感谢 !

图 1 输入与输 出 图 2 输入 与输 出

幼声
,

喇
、, ”尸护

图 3 输入与输 出 图 4 输入与榆出
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