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多个系统同时稳定
:

一种映射方法

林 岩
(中国人民大学信息系 北京 10 0 8 7 2 )

摘 要 本文研究了多个 51 50 系统同时稳定的间题
.

到 目前为止
,

当系统个数 ) 3 时
,

人们

还没有提出任何可行的补偿器设计方法
.

在本文中
,

我们利用保形映射及 N ev an li n n a 一

Pi ck 插值定

理得到了一个使多个系统(系统个数) 3) 同时稳定的充分条件及补偿器设计方法
.

关锐词 同时稳定
,

映射方法
,

补偿器

1 引言

给定 l(l ) 3) 个互不相同 51 5 0 正则系统

P
‘
(s ) 一 n ‘

(s ) / d
、
(s )

,

i = l
,

2
,

⋯
,

l

d e g (n
:
) = d e g (n :

) - ⋯ ~ d e g (n
,
) = m

,

m 簇 n

d e g (d
,
) = d e g (d

:
) = ⋯ = d e g (d

:
) 一 n

(l)

这里
,

假定
, ‘
(: )与 d

‘
(: )互质且 d

‘
(, )为首一多项式

, i ~ 1 , 2
,

⋯
,

1
.

本文研究设计固定补偿器 C

(s )
,

使单位反馈系统 C (:
)P

‘
(: ) (l + Gt (: )p

‘
(s ) )

一 ’

对所有 i一 1
,

2
,

⋯
,

l 同时稳定的问题
.

该问

题在鲁棒稳定控制
、

非线性系统在若干平衡点处作线性化处理时的稳定性及可靠性理论等方

面均有重要意义
.

对任意两个系统的同时稳定问题
,

文献【1
,

2
,

3〕已从不同角度完全解决
.

但到

目前为止
,

当系统个数 ) 3 时
,

还未提出任何实际可行的补偿器设计方法
.

在已知的最新进展

中
,

文献【4 ]扩展了 You !a 等人在文献【5」中的结果
,

给出了一个可验证的使 3 个系统同时可

稳的必要条件及一个充分条件 (参见【4 ]之定理 4
.

7
、

定理 4
.

9 )
,

但也未能解决补偿器的设计
.

本文首先研究如何在复平面上形成一个可能造成此多个系统不稳定的区域
,

进而研究如何利

用保形映射及 N e v a nl in na
一

Pi ck 插值定理
’‘}避开该区域

,

设计出使此 l个系统同时稳定的补偿

器
.

2 主要结果

引理 l「‘l 对任意 3 个系统 G
,

(: ) = N
‘
(: ) / D

‘
(: )

,

i ~ l
,

2
,

3
,

设多项式 E
: :
(: ) = N

:
(, )D

:
(, )

一N
Z
(: ) D

:
(: )

,

E ; 3
(: ) ~ N

,
(: )D

:
(: ) 一N

:
(: )D

:
(: )及 E

: :
(: )= N

:
(: )D

:
(: )一 N

:
(, )D

:
(: )在 C -

互质
,

并设 {a. }
,

{风}
,

(y. }分别表示 马
2
(: )

,

El
:
(: )及 E

: :
(: )在 C ‘

的实根的集合
,

则存在一个固

定补偿器使此 3 个系统同时可稳的必要条件是存在 ‘ ~ + 1 或一 1
,

i~ l ,

2
,

3 ,

使得以下不等式

成立
.

‘: ‘:
E

: :
(yr )E

: 3
(y

r

) ( 0
,

V yr 任 (y. }

‘: ‘:
E

: : (风)E
: 3
(风) ( o

,

V 风 任 {风}

￡: 。a
E

: 3
(久)E

: 3
(ar ) ( 0

,

V ar 任 {a’ }

(2 )

1 99 4 一 0 3一 3 1 收稿
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这里
,

C 一

垒 {
、

IR e , ) o }
.

对 (l)所示的 l个系统
,

如定义 , ‘J
(s ) =

n 艺
(s )d

,

(: ) 一 n ,

(
s
)d

.

(
s
)

,

i
,

j任 {1
,

2
,

⋯
,

z }
,

i并j
,

则

根据引理 1
,

如下结论为显然
.

推论 设对所有 k 〔咬3
,

4
,

⋯
,

l}
, e l :

(: )
, 。 l,

(: )及 。2 ,
(, )在 C

一

互质
,

则存在一个固定补偿器

Ct (: )使 (l)式所示之 l(l) 3 )个 系统同时稳定的必要条件是 哎
。l :

(: )
, e l ,

(: )
, 。, (: )}对所有 k 〔

{3
,

4
,

⋯
, l}满足引理 l 之 (2 )式

.

对 (l) 中的 l 个系统
,

我们作如下健设
.

侣设 1 d e g (
e : 2

(s ) )~ m a x 丈d e g (e ‘j(s ) )
,

i
,

j~ l
,

2
,

⋯
,

z
,

i护j}
,

且 g e g (e ; :
(s ) ) ~ n + m 或 n

十m 一 1 ;

假设 2 对所有 k 〔 {3
,

4
,

⋯
,

l}
,

多项式
。 l :

(: )
, 。l ,

(: )及 。, (: )满足上述推论
;

假设 3 ‘ *
(s )

,

k ~ 2
,

3
,

⋯
,

l
,

无临界稳定根
.

定理 i 如对 (l)式所示的 l(l) 3 )个系统 p
,
(, )

,

p
Z
(: )

,

⋯
,

p
,
(, )

.

假设 1一假设 3 成立
,

且

存 在两个同阶的胡尔维茨多项式 舀
:
(
、
)

,

占
:
(: )满足以下条件

.

则一定存在一个 固定补偿器 Gc

(s )使此 l 个系统同时稳定
.

(l) 满足插值条件

占
2
(s )

占l
(
s
)

一

巧
, ! 2
‘一’/

, Jl

‘
, ‘

,
,

V

Ld
:
(
s ‘
) / d

:
(
s茁)

,

V

s ,

任

s 、
任

A 八

A : 2

\A l’z

a
:
(, ) / a

: (。 ) = d : (oo )/ d
:
(co )

(2 ) 对所有 走= 3
,

4
,

⋯
,

l及所有 训 任R
,

久任 [ o
,

l〕
,

有

(3 )

(3 )
‘

e z ,
(j。 ) 一 x (久)e

, :
(j。 )

e , .
(j。 )

, e : : (: ‘)一 0 }
,

A l’Z鱼 {:
‘

(4 )

其巾
,
x 以)垒 (l一 几) / 几

,

A 。2

鱼 (
: ‘ : : 。

任 C -

儿
2

.

(证明见附录 )

现对不等式 (4) 右边的约束条件
,

令

: : .

任C 一 ,

d :
(: .

) ~ d
:
(, ‘)一 0 }仁

、J、‘I��d内b健、了岁了、E .
(j。

,

又) 一 [
e Z ,

(j。 ) 一 x (又) e L:
(j。 )j/

e , *
(少。 )

,

k = 3
,

4
,

⋯
,

l

并定义

H
,
一 哎E

,
(jaJ

,

又)
:

V 。 任 R
,

V 又任 〔o
,

lj}
,

k = 3
,

4
,

⋯
,

l

以及
I

U H
, ,

若 ( 一 co
,

o〕仁 U H
,

〔U H
.

〕U ( 一 co
,

o ]
,

其余情况

( 7 )
!
悦||‘

一一H

则利用计算机可方便地绘 出域 H
‘

及 H
.

事实上
,

当给定一系列不同的 几值时
,

从 ( 5) 式可看

出
,

不用计算机
,

根据熟知的频率特性分析法也不难得到 H
*

及 H 的大致图形
.

例 l 考虑 3 个系统 p
,
( s ) ~ n :

( s ) / d
, ( s

) ~ ( s
一 4 ) / (

:
一 6 )

,

p
Z
(

,
) =

, : 2
(s ) / d

Z
( : ) = ( 、一 1 ) /

( s 一 5 )
,

P
3
( s ) = n ,

(
s
) / d

3
(
s
) ~ ( , + 2 ) / ( : 一 8 )

.

容易算出
尸 , :

(
s
) ~ 一 2 ( s 一 7 )

, e , 3 ( , ) = 一 8 (
s
一 5

.

5 )及 e 2 3
( s ) = 一 6 ( s 一 3 )

.

由 ( 5 )式得

E 3
( j。

,

又) ~
竺竺生旦二二卫些些全2 1 _

r 13 、J Z

( 3 一 x )
s
十 ( 7x 一 g )

4 ( s 一 5
.

5 )
( 8 )
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并可验证 p
:
(s )

,

p
:
(s )及 p

3
(: )满足假设 l~ 假设 3

.

图 一绘出了对应于 x ~ o
,

l
,

2
,

峨
,

s 及 1 5 时

E 3
(j。

,

幻的图形
,

当 。 : 一 二~ + 。时
,

它们是一系列的圆
.

因此
,

当 x 由 。~ 十二 (即 六由 1~

0) 连续变化时
,

得到 H
3
~ H 为无数圆形成的包络线所围区域

.

显然
,

本例中(一。
,

叮江H ~

H
.

图 1 例 l 中刀
、

妙之形

由定理 1 及 H
, ,

H 的定义可知
,

如果能够设计 占2

(j 。 )/ 古
:

(j 。 )
.

使其避免进入域 H
,

则有可

能利用 N ev anl n n a 一

Pi ck 插值定理求得所需补偿器
.

设 H
·

为 H 的补以及 方
·

里 H
·

为 H
·

的一

个单连通的子域
,

则有

定理 2 如果存在 一 个在 C 一

解析的正则有理屡数 F (5
)

,

使得对所有
,
〔 C 一

都有 厂 (、 ) 〔

户
· ,

同时
,

厂 (, )满足定理 1 之插值条件
,

则 一定存在两个同阶的胡尔维茨多项式满 足定理 1 之

(1 )
,

(2 )(证 明见附录 )
.

为求 F (: )考虑如下变换图

c

一三一 分
·

尹告 去6

万竺一 D

其中
,

万
,

D 分别表示闭的和开的单位 圆盘
,

尹:
C

‘

~ 万
,

O
:

月
·

~ D 为保形映射
.

由变换图可得如

下 1 对 1 的变换

F = 夕
一
’ ·

h
。

尹或 h 一 6
·

F
·

抓
‘ (9 )

令 : : , : 2 ,

⋯
, , ,

为 约 2
(: )在 C

一

的所有根 (包括
: = oo

,

参见(3)
’

式 )
,

为方便
,

设它们均为单根
.

记

r ‘

一 占
2
(
s

‘

)/ 占
。(5 .

)
,

i = l
,

2
,

⋯
,
r (1 0 )

及

右
:

= 沪(
s ‘
)

,

亏
。

= 8 (r ‘)
,

i 一 1
.

2
,

⋯
,

t (二_
,

则求定理 2 中 F (、)的问题可变为用 N e v a , 111
‘、‘飞。一

Pi 。k 定理求满足如下插值点的有理函数 h ( : ,

的问题
.

h (妥
.

) 一 7
,

i ~ l
,

2
,

⋯
,
r (1 2 )

再注意到 h (: )存在的充要条件是 H e r m it e 阵

弓
一

终耸
〕
卜 , 一 ””

‘ ~ ’‘

(1 3 )

正定
,

则有
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定理 3 对 (l) 式所示的 l 个系统 户
:
(s )

,

户
:
(: )

,

⋯
,

P
‘
(, )

,

如

(l) : ‘任刀
· , i ~ l

,

2
,

⋯
, t认 由(10 )式定义) ;

(2 ) H e r m ite 阵 (1 3 )正定
,

则一定存在一个正则有理函数 F (: )满足定理 2
.

(证明见附录 )

根据以上理论分析
,

可得如下设计步骤
.

st 印 1 对给定的 l(l ) 3) 个系统
,

当假设 1 ~ 假设 3 成立时
,

根据 (5 )
,

(6)
,

(7 )求域 H

(H
‘

) ;

st eP Z 选 介乌尸
,

并验证 价 (l’~ 1
,

2
,

⋯
,

t) 是否属于介
,

若是
,

则令

帆s ) ~ (s 一 l )/ (, + l) (1 4 )

并根据 刀
‘
之形状选实有理函数 6

一 ’
(: )

:
D 、刀

·

(6 (
·

)不一定为有理函数
; 6

一 ’
(, )的选择可参

考 [8〕)
;

S t e p 3 按 (1 0 )
,

(1 1 )确定 h (: )的插值点
,

验证 H e r m ite 阵(1 3 )是否正定
,

如其正定
,

则可

按文献【6
,

7
,

9 ]所给出的递推公式解出 h (: ) ;

St e p 4 求出 F (s ) = 8
一 ’ ·

入
。

例自古
:
(: ) /古

:
(, )

,

及

万
x

·

{
‘

)
一

{1
1

{
’

{仲)
一

少{妙州州分
L苏 “ I ~ Lo Z L百少n 一气s 少 一

o 一气刀 n 扒
百少J / e 一2 气J 产

(1 5 )

进而得到所求补偿器 Gt (s ) = 二
。

(s )/ y
。

(s )
.

这里
, e八(s )= e l:

(s )/ 。压(: )
, e 八(: )为 e l :

(s )中稳定根

组成的首一多项式
.

3 实例

考虑 3 个系统

{p
:
‘, ’一 ” :

‘, ’/ d
l
‘, ’一 ‘, 一 “’/ “ 一 “’‘, + ‘’

}”
‘, ’一 ” ,

“’/ d
,
‘, ’一 “ 一 ‘’/ ‘, + ”“ 一 5’

LP
:
(s ) = 月 :

(s ) / d
:
(, ) = (s + 2 )/ s (s 一 8 )

(16 )

它 们均不稳定且 P
:
(: )

,

户
:
(s )为非最小相位系统

.

我们按上节步获设计使其同时称定的补偿

器
.

(l ) 根据 (1 6 )式得
e : :

(s )= 一 (s+ l)(s一 9 )
, 。 : :

(: ) = 一 8 (, + 0
.

2 9 7 2 )(: 一 5
.

0 4 7 3 )
, , : 3

(: )~

一 7 (s一 3
.

4 1 7 9 )(s + 0
.

4 1 79 )
,

不难验证
, 。l :

(: )
, 。l:

(: )及 。: :
(: )满足假设 l一假设 3

,

因此
,

由 (5 )

式得

E
3
(j, 一又) = 〔

e z 3
(j, ) 一 x (又)e

l :
(j, ) ] /

e l3
(j。)

7 (s 一 3
.

4 1 7 9 )(s + 0
.

4 1 7 9 ) 一 x (之)(s + l)(s 一 9 )

8 (s + 0
.

2 9 7 2 )(s 一 5
.

0 4 7 3 )
(1 7 )

进而
,

算得

m 。x R e
[ E

:
(j。

,

久)] 一 0
.

8 7 5 0

故本例中直接选 H 一 H
:

为图 2 左侧的阴影区
.

(2 ) 令抓
: ) ~ (: 一 l) / (: + l )

,

并选

6
一 l

(s) -
s + 1 9

1 0 (l 一 s )
冷 8 (s ) ~

1 0 5 一 1 9

1 0 5 + l
(1 8 )

由 a
一 ’ :

D 峥刀
·

所得之域 月
·

位于图 2 虚线右侧的半平面
.

根据 (3 )
,

(3)
,

及 (10 )式
,

得 , :
~ 几
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(9 )/ 占
,
(9 )= 4 / 3

, 二 :
一古

:
(oo ) /占

:
(co ) ~ 1

.

显然
, : : , : :

均属于 刀:

(3 ) 由(1 0 )
,

(1 1 )式得插值点“
: ,

夕
:
)~ (0

.

8
,

一 0
.

3 9 5 3 )
,

(右
: ,

粉
2
) ~ (l

,

一 0
.

8 1 8 2 )
,

且可验

证
,

此时(1 3 )式正定
,

故根据文献【9 ] 所给出的

递推公式
,

算得

h (s ) = (0
.

1 0 4 8 一 0
.

3 0 8 95 ) /

(0
.

8 0 2 3 一 0
.

5 5 2 95 ) (1 9 )

(4 ) 由 (9 )式得

占
:
(s ) / a

,
(s ) 一 F (s ) 一 8

一 ’ 。

h
。

尹=

。 _ , , , , s 一 1
、 、 , _ _ . _ _

口
一

Ll乙L甲不一一万 少少 一 气乙
.

b l b J 一 U
.

4 勺石勺5 少/
万

.

咋~ 1

(0
.

9 4 1 5 十 0
.

4 5 3 5 5 )

再由 (15) 式
,

有

(2 0 )

、、、

... . . 曰. . . . . 曰. . .一一
,, 州 .

一- .
一一一

... , . 曰叭州, . . . ~~~
勺勺 . 门. 口口

龚龚龚
x R e

[ E
.
(产

.
孟) ]

{
x

‘

(
s
) = 一 1

.

2 2 1 3 (s + l)

y
‘

(s ) = 0
.

7 6 7 8
(2 1 ) 图 2 复平面图

故所求之补偿器为

仅 (
s
) = xt (

s
) / 夕

。

(s ) = 一 1
.

5 9 0 6 (s + l) (2 2 )

这是尸个非正则补偿器
,

如欲得到一个正则补偿器
,

可按【4〕所提出的方法
,

取

砚 (
:
) ~ 一 1

.

5 9 0 6 (: 十 l) / (。: 十 l) (2 3 )

则当 }。I足够小时
,

例如
,

当 。- 一 。
.

01 时
,

容易证明口(, )将是此 3 个系统同时稳定的补偿器
.

4 结语

本文讨论了(1) 式所示的多个系统的同时稳定问题
.

与研究此类问题一般所
一

使用的代数方

法不同
,

本文利用保形映射提出了一个可行的设计方法
,

以此方法为基础
,

还可进一步研究具

有不同阶数的多个系统的同时稳定问题
.

附 录

定理 l 的证明
:

令 。
、

(s )= a
.
(s ) , 、

飞(: )
,
乙

:

(, )= d
:

(, )。
,
玉(: )

,

则 (1 5 )式等价于

x ‘

(, ) = [ 0
:

(s )d
:
(s ) 一 d : (s )d

,

(s )〕/
。 , : (s )

头 (: ) = [。
, (s )n

,

(s ) 一 乙
,

(: )n : (s ) ]介
, : (s )

(A l )

当 户
,

(: )
.

a : (s )满足定理中条件( 1 )时
,

从 (A l )可知 , ‘

(s )
,

夕
‘

(s )均为多项式且

工‘

(s )n
‘

(s ) + 夕
。

(s )d
.

(: ) = 八 (s )
,
i = 1

,
2 (A Z )

因此
.

Gc (: ) ~ x
。

(s )/ y
‘

(: )就是使 户
,

(: )
,

户: (, )同时稳定的补偿器
.

当定理之条件 (2 )成立时
,

注意到假设 3
,

(4 )

式等价于

劝
:

(j. )尸二 (j . ) 一 对
:

(j。)。 : .
(] . ) + (1 一 孟)a

.
(j. )e

: : (j。) 笋 0
,

V 。 〔 R
,

V 决任 [ 0
,

1〕
,
盛 任 {3

,
4

,

⋯
,

l} (A 3 )

再用 e{z (户 )乘上式两边并注意到(A l)
,

经整理得

乙 , (2 . ) + 孟[
n .

(j。) 一 n ,

(j。)〕二
‘

(少。) + 孟[d
. (j. ) 一 d

,

(j。)]从 (j。) 护 。
,

V . 任 尺
,

V 孟〔 [ o
,

l〕
,
毛 任 {3

,

4
,

⋯
,
l} (A 4 )

下面证明多项式
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。
,

(s ) + 浇[
n ,

(s ) 一 , . (s )〕x
。

(s ) + 浇[ d
,

(s ) 一
。
l

,
(s )〕从 (s ) = o

,

孟任 [ o
,
l ]

.
k 任 {3

,
4

,

⋯
,
l} (A S )

为胡尔维茨多项式
.

由零点分离定理[l0 〕,
0 , (: )为胡尔维茨多项式及 (A 4) 成立时

,

只要证明 (A S) 对所有 孟任

[ o
,
1〕均有相同的阶数即可

.

设 d e g (d : (s ))~ d e g (0 : (: ) )~ v ,

则当 d e g (, . : (s ) )= n + 二 时
,

由插值条件(3 )
,

(3 )
,

及 (A I)
,

有

d e g (二 (: )”
‘

(: )) ( (u + 优 一 1 ) 一 (n + nt ) + m = v 一 1

d e g (从 (s )d
‘

(s )) ( (。 + m ) 一 (n + 二 ) + n = u ,
i ~ 1

,
2

(A 6 )

而由(A 2) 知

d e g (苏 (s )d ‘(s )) = u ,
i = 1

,
2 (A 7 )

已知 d
‘

(, )(i ~ l
,
2

,

⋯
,

l) 为首一多项式
,

因此 (A 6 )
,

(A 7) 成立时
,

(A S) 恒有

de g (乙: ) > d e g {[
n

一
, ,

〕二 + [d. 一 d ,

〕苏 } (A S)

即(A S )对所有 A〔 [ o
,

z〕为胡尔维茨多项式
,

特别
,

取孟= l
,

有
, , (, )二 (, ) + d

.

(s )y
‘

(s ) = o
,

即 C (s )使 p
,

(s )稳

定
.

而若 d e g (e , : (: ” = n + m 一 1
,

由假设 1 不难看出此时
n ‘(: ) (i = l

,
2

,

⋯
,

l) 均为首项系数相同的多项式
,

与

上述证明类似
,

知(A S) 仍成立
.

最后
,

取 孟二 3
,
4

,

⋯
,

l
,

定理得证
.

证毕

定理 2 的证明
:

令 F (s ) = 几 (: ) / f (
,

(, )
,

只要证明 几 (: )
,

f
.

(: )就是满足定理 一条件(l )
,

(2 )的 古: (: )
,

古
,

(s )即可
.

事实上
,

由于 F (: )在 c ‘

解析
,

故石 (: )为胡尔维茨多项式
,

而对所有
: 〔c 十 ,

F (, ) e 介
·

又蕴涵 d eg (几 ) = deg (f
, )及 几

(s )亦为胡尔维茨多项式
.

这是因为
,

(一 co
,
0〕仁万

,

如 d e g (几 )( d e g (石 )。lim fz (s ) / f
,

(s ) = o 去介
,而如几

(: )为非胡尔维茨多项式
,

WIJ 有
: 。〔C 一 ,

使人 (s。 )= o o F (s
。

)= o 去刀
· ,

这与 F (5
.

)〔月
·

的假设相矛盾
.

因此
,

当

F (s )还满足定理 l 之 (1 )
,

只要令 石 (s ) = 占: (, )
,

几 (: )二占: (s )即可
.

证毕
.

定理 3 的证明
:

定理之条件 (1 )
,

(2) 成立时
.

由 Nev an linn
a 一

Pi c k 插值定理可求得一在万 解析且满足插值条件 (12 )的有

理函数 h(
, )

.

由于 ,
,

6
一 ’
均为有理保形映射函数

,

故 F = e
一 ’

·

h
·

护为在 c 小

解析且满足插值条件 (3 )
,

(3)
,

的有

理函数
.

再注意到 。去介
,
h

。

护
:

c 十
~ D 以及犷

’
在 刀 解析

,

故当
,
~ co 时

,

有 。< }F (: ) }二 }6
一 ’ ·

h
·

例< co
,

即

F (s )为正则有理函数
.

证毕
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