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非最小相位区间系统鲁棒稳定补偿器

林 岩 韩永生
(中国人民大学信息系 北京 1。。87 2) (中国机械工业电脑应用技术开发公司 北京 10 0 0 0 4)

摘 耍 研究了非最小相位区间系统鲁棒稳定补偿器的设计间题
,

得到了一个补偿器存在的

充分条件
,

并利用保形映射及 N ev an lin na
一

Pi ck 插值定趣提出了一个可行的补偿器设计方法
.
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1 引言

考虑如下 51 5 0 正则区间系统
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且对所有 t任T
,
q 任Q

,

系统无不稳定的零极

对消
.

系统为非最小相位时的鲁棒稳定补偿器设计是当前面临的主要困难之一
,

也是一般

5 15 0 参数不确定系统补偿器设计面临的主要困难
.

与此相关的进展可参考文献【1
,

2
, 3〕

.

特

别
,

文〔l] 证明
,

固定补偿器 C (: )使 区间系统对所有 t任T
,
q e Q 鲁棒稳定

,

必要且只要 32 条

闭环特征式
“

边
”

稳定
,

这使得我们可将非最小相位系统的补偿器设计仅限制在区间系统的 32

个子系统上
,

使问题大大简化
.

在本文中
,

我们将上述 32 条
“

边
”

的稳定问题 转变为求一个在

C +( C 十
叠 {: }R es ) 0 })解析且满足一定插值条件和约束条件的正则有理函数问题

,

利用保形映

射及 N ev a nl in n a 一

Pi ck 插值定理闭得到了一个可行的补偿器设计方法
.

2 主要结果

定义 1 对于区间多项式 d
,
(s
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,
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t任T (参见 (1 ))

,

用 n ,
(
s
)一 n ‘(s )表示它的 4 个 K h a r ito n o v 多项式

.

定理 1[
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‘
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。
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‘
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且对每个 k 〔 {l
,
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3
, 4 }

,
(a

,

b )依次取 (1
,
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,
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,
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,
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,
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.

引理 1 区间多项式心 (, , q )
, q 〔Q 之 4 个 K h ar iton ov 多项式具有如下性质

.
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上述性质对
, , (: ,

t) 也成立
.

证明 直接由(2 )式验证即可
.

为简化讨论
,

对区间系统 (l) 作如下假设
.
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.

以下定理 2 为本文的主要结论
.

定理 2 如对于区间系统 G
,
(s

, t , q )
,

假设 1
、

假设 2 成立
,

那末
,
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茨多项式 舀
,
(: )

,

占
3
(: )满足以下条件

,

则一定存在一个正则补偿器 仅 (: )使该系统鲁棒稳定
.
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下面证明当定理中条件 (2) 也满足时
,
G

。

(, )将使整个 区间系统 同时稳定
.

首先证明不等式

(1 0 )
,

(1 1) 右端分子多项式与分母多项式对任意 。任 R 及 孟任【O
,
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.
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(加 ))( 它们显然均不为零 )乘 (1 9) 中各式的两边

,
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,
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,
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如前所述
,
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的两个顶点 (取 又~ 0
,

l) 为胡尔维茨多项式
.

又由于 32 条
“

边
”

中每一条的顶点均是与之相邻

的另一条
“

边
”

的顶点
,

故只要证明这 32 条
“

边
”

均有相同的阶数
,

那末
,

由零点分离定理 [6:
,

在

(2 1) 的两个顶点为胡尔维茨多项式的条件下
,

如 (2 0 )成立
,

此 32 条
“

边
”
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.

对 (20 )中
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,

记
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。
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‘
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,
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。
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。
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由假设 1 ,

引理 1
,

(14 )及 n ,
(s

,

t) 的定义 (参见 (1 ) )
,

可直接验证 (2 3) 右端各式的阶数恒与八
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( : ) (乙
3
(: ”的阶数相同

,

这说明与 (2 2 )相应的 16 条
“

边
”

为胡尔维茨多项式
.

同理可证与 (2 0)

第二式相应的 16 条
“

边
”

也为胡尔维茨多项式
.

最后
,

若 Gt (
,
)非正则

,

可按〔7」中方法构造正则

补偿器
.

证毕
.

实际问题中
,

需要稳定的
“

边
”

有可能远小于 32 条
〔, 〕,

(1 0)
,

(1 1 )中不等式的个数将相应减

少
.

特别
,

如 G
,
(s

,
, ,

妇中分子多项式固定
,

则有推论 1
.

推论 i 如定理 2 中
,

区间系统 G
户
(s ,

t
,

g )二 G
,
(s ,

g ) = n ,
(s ) / d

,
(s

,

g )
,
g 任Q

,

那末
,
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件满足时
,

存在正则补偿器 G
‘

(: )使系统鲁棒稳定
.

(l ) 与定理 2 中条件 (l) 相同
;

(2 ) 如下 4 个不等式对所有 。任 R 及 又任〔o
,

1〕成立

占
3
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;
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3
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孟)〕/〔d
,
(j。 ) 一 Pab (j。

,

(a ,
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,

2 )
,

(l
,

3 )
,

(2
, 4 )

,

(3
,

4 )

注 1 文献〔s] 讨论了仅有一个极点变化时的鲁棒稳定补偿器
,

而推论

时变化
.

孟)〕
(2 4 )

1 允许多个极点同

对定理 2 中不等式 (10)
,

( 1 1) 右端 32 个 (或小于 32 个 )约束条件
,

将它们分别编号为 1 ~

16
,

1 7一 3 2
,

令

。
. , : _ .
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(j‘) d

.
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:
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,
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J二 I

_
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一
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b ) = l
,

2
,

⋯
,

1 6 (2 5 )

幻一幻
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,
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n ,
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3
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。
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;
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(j。 )风
。
(j。
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~ 12 (k

, a ,
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1 8
,

⋯
,

3 2 (2 6 )

对给定的 叭 任R
,

当 风: 0一 1
,

(25 )
,

(26 )均为双线性变换
,

上的一段圆弧
,

再定义域 H氛
,

H之如下
:

H 氛金 哎E孔(j“
,

孟) IV ‘ 〔 R
,

V 几任

E孔(加
。 ,

几)
,

E几(神
。

幻为复平面

H之鱼 {E乳(j
‘

,
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,

V 又任
(2 7 )

1
广

l
、胜.rl、l
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一IJ�Jes. .占,l
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�.L工esL

令 H 鱼 〔
,

尸
,

H孔〕U 〔
, :

鹭
?H之〕 ( 2 8 )

根据定理 2
,

域 H 显然是在求 沙
:
( : )

,

占
:
( : )时应避免进入的区域

.

由经典控制理论的频率特性

法
,

绘制 H乳
,

H几及 H 并不困难
,

可参考〔9
,

10) 提供的算法和程序
.
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,
(s

,
‘

,

。 )的分子多项式

固定时
,

根据推论 l
,

有

H 一 U H f ( 2 9 )

从推论 1 及引理 1 之 (4 ) ( 5 )式
,
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H 兮一 {一 ( l 一 又) /又}V 又任 〔0
,

l ] ) ~ ( 一 co
,

0〕
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u (。 ) 任 ( 一 co

,

一 u m i。

j U [
u o i。 ,

+ oo )
,

几任 [ o
,

1〕}

( 3 0 )

其中
, u (。 ) 一j〔d

3
(户 ) 一 d

,
(户 )〕/ [d

Z
(加 ) 一 d

,
(加 )〕

.

由 ( 2 )可知
, u (。 )为关于 。 的奇函数

, u 。 ‘。

口 。
_ , 。 , _ 。 、 ,

~ ~ ~
. , , _

一
, 。 _ _ 。 、.

~
,

1
、 。 . ,

1
、 , * , _

~
, 、

一 in f u( 动
.

易见
,

H叮
,

H 尝为复平面上的直线
,

H穿为圆 (x 一青 )
’+ 少~ (青 )

’

的一部分
,

H C为
毒石一

’

一
‘ 一

~
‘“

’

一 ”一
‘

~ ~
’

~ 一
” J

~
一~

’

一
。 / 矽

~
’

一 2
’

了
’

2

连接 (l 十ju ( 。”与 1 / (l 一 ju (。”的无数条圆弧组成的区域
.

对给定的 。
,

该圆弧为圆
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(二 一 1 )
,

+ (, 一冬
“(。 ))

,
一

乙

,

l
L

.

下
.

“ 气田 ) 少
“

‘

u (。 ) 任 (一 oo
,

一 u . , 。

〕U 〔
u tn ;。 ,

+ co )

的一部分一个典型的域 H 的图形如图 1 所示
.

告u (. )

(x 一 1 ) , + (y一 :‘。 ;。

/ 2 )
’二 (u

m ; 。

/ 2 )
,

图 l 典型域 H 的图形

一般地
,

令 H
·

为 H 之补域 (H UH 一 c
,

H 门Ht ~ 0 )
,

令 方
·

为 H
·

的一个单连通的子

域
,

则有以下定理
.

定理 3[l
’〕 如果存在一个在 c +

解析的正则有理函数 F (: )
,

使对所有
, c c

” ,

都有 F (, ) 6

介
,

且 F (s )满足定理 2 (1 )的插值条件
,

则一定存在两个同阶的胡尔维茨多项式 占
,
(s )

,

占
3
(s )满

足定理 2 之条件 (1 )
,

(2 )
.

为求 F (: )
,

考虑如下变换图
.

e
,

一一一二一

一
刀

·

其中
,

万
,

D 分别表示闭和开的单位 圆盘
.

沪:
C十

~ 万
,

夕
:

刀
。

~ D 均为保形映射
.

由此图可得如

下一对一的变换

云一一一二

一
云 F ~ 6

一 ‘ 。

h
。

,

定义 y ‘
= 古

3
(s ‘)/ 占

,
(
s ‘
)

,

i = 1
,

2
,

⋯
,

l

这里
, : , , : : , ,

一 , : ‘

表示定理 2 中(1) 所有位于 C
‘

之根
,

为方便
,

设它们均为单根
.

换图
,

可得

芬 ~ 甲(s 、)
,

甲
‘
~ 夕(了

‘
)

,

i ~ 1
,

2
,

⋯
, l

及 h (套
‘
) 一 夕

‘, i ~ l ,

2
,

⋯
,

l

根据 N e v a n lin n a 一

Piek 插值定理
,

h (s )存在的充要条件是如下 H e r m it e 矩阵正定
.

(3 1 )

(3 2 )

因此
,

由此变

(3 3 )

(3 4 )

从马
1 一 夸幻
〔{-

〕
‘

,

j一 ,
.
:

. .

⋯ ,
(3 5 )

因此有定理 4
.

定理 4[l
‘,
设 介g Ht 为单连域且 艺〔刀

· ,

i ~ 1
,

2
,

⋯
,

1
.

若存在实有理保形映射函数 外
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C 十
~ 万及 6

一 ‘:
D 、介 (6 (

·

)不一定为有理函数)
,

使 (3 5 )正定
,

则一定存在一个满足定理 3 的

正则有理函数 F (, )
.

根据以上理论分析
,

可得如下设计步骤
.

s te P I

s te P Z

O
一 , :

D , 刀
‘ ;

求域 H (参见 (2 5 )~ (2 8 ))
,

一般说
,

H 的绘制应借助于计算机
,

令 抓
, )二 (: 一 l )/ (, + l ) .

根据Hc 在复平面上的形状选择实有理保形映射函数

s te P

s t e P

按 (3 2 )求 (s
‘ ,

艺)
,

若所有 7 ‘e 刀
‘ ,

按 (3 3 )求插值点 (芬
,

卒)
, i= l

,

2
,

⋯
,

z ;

当 H e r m it e 阵(3 5 )正定时
,

按如下递推公式反解出 人(s ) [‘〕

h
r 一 :

(s) 一 彬卜
, ,

z 一 卜
n 八 s , ~ 丁- - 一性弓了r 节六尸一一二 , 二 . ~

-
~ 一 ; -

1 一 不 “ 几r

一 气S J S 一 ‘
,

,

甲1
0 ,

= 扮
; , h。(s) 会 h (s )

公
,
~ h (氛) ~

公
一 ” 一 叨

r 一 ” 1 一 乙氛
’

氛一 红
,

扩
, ~ 叭

(3 6 )

1 一 可
r 一”
呱一

‘,

r = l
,

2
,

⋯
, , l书k ~ r + l

, r 十 2
,

⋯
, l

h‘(s )为任一单位圆内解析的实有理函数
.

以上递推公式适于 h :
D 、D

.

如需求 h :

万~ D
,

可按〔8〕之定理 1
.

5 处理
.

s t ep s 求 F (: )二 6
一 ’ 。

人
。

奸古
:
(s )/ 占

;
(s )

,

并按 (1 3 )求仅 (s )
,

如 Gt (s)非正则
,

按 [ 7〕中方

法构造正则补偿器
.

3 应用举例

考虑如下非最小相位不稳定区间系统

G
,
(s ,

叮) ~ 雌 ,
(, )/d

,
(s

,

叮) = 1 0 (s 一 4 ) (: + 5 )/

{[一 2
, 6〕+ 〔一 1

,

l]
s + [ 6

, 7 ]
5 2

}

这里
, a 。
任 〔一 2

,

6 ]
, a l
任 [ 一 1 , l ]

, a :
任〔6

,

7 ]
.

由于 系统分子 多项式固定
,

从上节分析可

知
,

不用借助计算机 即可方便地绘出 H 的图

形
.

由 (3 0 )绘得域 H 如图 2 阴影区所示
.

其中
u m iu ~ m in 〔j(d

3
(j。 ) 一 d

;
(j, ) )/ (d : (j。 ) 一

. ) 0

d
:
(j。)) ] ~ 2

.

8 2 8 4

根 据片 的形 状
,

简单地 取片
.

为圆 盘 ( x 一

7
.

5 )
2

+ 夕2

( 72 ,

即

8
一 里

(s ) ~ 75 + 7
.

5

或

8 (s ) ~ (s 一 7
.

5 ) / 7

从定理 2 之 (l )及式 (3 2 )
,

算得

(s : ,

z ,
) ~ (了了

,

l)
,

(5 2 , ) :
)

因此
,

由 (3 3 )得

(省
: ,

甲
:
) ~ (0

.

4 7 7 6
,

一 0
.

9 2 8 6 )
,

(g
: ,

经验证
,

此时 H e r m it e
阵 (3 5 )正定

,

故 由(3 6 )得到

图 2 域 H (阴影区 )

~ (4
, 0

.

9 2 4 5 )

甲
:
) = (0

.

6
,

一 0
.

9 3 9 4 )

h (s ) ~ 一 (0
.

6 9 3 7 + 0
.

0 4 8 3 5 ) / (0
.

7 8 1 9 一 0
.

0 2 0 9 5 )
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+干根据

最后

s te p s
,

求得 F (s) =
古

:

(s )

古
,
(s )

1
.

O
。

5 0 3 2

8 0 2 8

,

由(1 3 )算得 Gc (s ) = 共 (s )/ 从 (s ) = 一 0
.

3 9 2 5

0
.

5 1 3 5 5

0
.

7 6 1 0 5

(s + 0
.

7 1 1 7 )

(s + 5 )

系统结构见图 3.

一一。
.

: 。2 5吐斗琴竺竺竺
1 0 (‘一 4 )(, + 5 )))

百百 ,
、
OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO LLLLLLL6

,
7」

, ’+ L一 l
,

l〕
, + L一 2

.

6)))

图 3 系统结构图

4 结语

本文研究了非最小相位区间系统的鲁棒稳定补偿器设计
.

首先得到了一个补偿器存在的

充分条件
,

然后用保形映射及 N ev a nl in na
一

Pi ck 插值定理给出了一个补偿器设计方法
,

其核心

是在复平面上形成一个可能导致系统不稳定的区域
,

并使设计避开此区域一个二阶系统的例

子说明了该方法的应用
.
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