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摘　要　研究了满足匹配条件的不确定线性系统鲁棒输出反馈控制器的设计问题. 首先推导

了受约束 L ya punov 问题的两个构造性结论, 基于此, 给出输出反馈控制器的设计方法.最后的算

例表明了该方法的有效性. X
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1　引言及问题描述

不确定系统的输出反馈镇定是鲁棒控制领域中的一个难题.近十多年来, 不少作者致力

于不确定系统输出反馈控制的研究
[ 1～3]

. 文[ 1]用变结构控制方法, 给出匹配及不匹配系统切

换性控制.文[ 2] [ 3]研究了非线性不确定系统的闭环鲁棒稳定, 利用了系统正实的概念而不

是 Lyapunov 稳定性原理. 本文对于满足匹配条件的不确定系统, 应用受约束 Lyapunov 问题

( CLP)的两个结论, 给出系统输出反馈一个简单实用的控制方式, 使得闭环系统 Lyapunov

稳定.最后给出实际设计的一个实例.

考虑线性时变不确定系统

x
a( t ) = [ A + $A ( r ( t) ) ] x ( t) + [ B + $B ( s( t) ) ] u( t)

　　　　　　y ( t) = Cx ( t )
( 1)

式中 x ( t)∈R
n为状态变量, u( t )∈R

m 为控制变量, y ( t )∈R
q 为输出向量.假设系统可变参数

向量 r ( t ) , s( t )均为 Lebesyue可测的, 且 r ( t)∈5 , s( t )∈7 , 其中 5 和 7 为 R
n中有界紧集,

( A , B)可控.且 q≥m. 假设存在连续矩阵函数 D (·)及 E (·) , 使得系统的不确定性满足如

下的匹配条件

$A ( r ) = BD ( r ) , P r ∈ 5 ( 2)

$B ( s) = BE( s) , P s∈ 7 ( 3)

2I + E( s) + E
T ( s) > 0, P s ∈ 7 ( 4)

本文的目的是设计如下形式的控制器

u( t) = - AK T
y ( t) , 　A> 0 ( 5)

使系统( 1)闭环鲁棒稳定.对此, 我们将寻求矩阵 K
T
C 与 B

T
P ( P 为适当维数的矩阵)之间的

联系以利用匹配条件. 首先研究受约束Ly apunov 问题, 给出两个必要的结论.

2　受约束的 Lyapunov 问题

给定矩阵 M∈R
n×n , #∈R l×n; rank# = l×n. 2∈Rn×k; rank2 = K < n 以及矩阵 W∈

R
n×( n- l)满足下面关系

#W = 0且 W
T
W = I (单位矩阵) ( 6)
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　　受约束 Lyapunov 问题( CLP) : 如果存在矩阵 P∈R n×n
, K∈R

k×l
满足下式

P= PT
> 0 ( 7)

W
T
(M

TP+ PM )W < 0 ( 8)

P- 1
P

T = 2K ( 9)

则称CLP 问题可解, (P, K )称为解对.对于 CLP 的可解性有如下的两个定理.

定理 1　假定 l= K , CLP 问题可解当且仅当

¹ rank# 2 = K

º 矩阵A * = W
T [MT - M

T# T # 2 ( 2T # T # 2 ) - 12 T]W 是一个稳定矩阵.

证明　必要性. 令(P, K )为CLP 问题的解对.由于秩 2 = 秩 # = K , 由( 9)式, 显然K 可

逆.由于 P> 0, 所以 rank# 2 = m in{ l , K } = l= K , 于是( # 2 )
- 1
存在.由( 9)式, 并注意到 #W

= 0, 因此下式成立

2 TPW = ( K
- 1

)
T# W = 0 ( 10)

注意到矩阵[ W # T ]可逆, 令

P~ C [W # T
]

- 1
T [W

T # T
]

- 1
( 11)

C
P~11 P~12

P~21 P~22
( 12)

显然 P~= P~T > 0, 由( 11)式及( 12)式可知

P= WP~11W
T + # TP~22# + W

TP~12# + # TP~21W
T ( 13)

如下定义矩阵 P~0∈R
l×( n- l)

P~0 C P~21P~- 1
1 ( 14)

于是由( 13)式及( 14)式可得

P= W
TP~11W

T + # TP~22# + WP~11P~T
0 # + # TP~0P~11W

T ( 15)

根据( 10)及( 15)式, 并注意到 W
T
W = I , 于是可得

2 TPW = ( 2 T
W + 2 T # TP~0)P~11 = 0 ( 16)

由( 12)式可知 P~11非奇异, 由上式可得

P~T
0 = - W

T2 ( # 2 ) - 1 ( 17)

将 P及 P~0代入( 8)式中, 有

W
T( MTP+ PM )W = [W T

M
T
W - W

T
M

T # T( 2 T# T ) - 12TW ]P~11 +

P~11[W T
MW - W

T2 ( # 2 ) - 1#MW ] = A * P~11 + P~11A
T
* < 0

由 Lyapunov 定理可知, A * 矩阵为稳定矩阵.

充分性. 选取矩阵 P~11∈R
( n- k)×( n- k)

, 使得

P~11 = P~T
11 > 0

A
T
* P~11 + P~11A * < 0

定义矩阵 P~0∈R
k×( n- k)

P~0 = - ( 2 T # T
)

- 12 T
W ( 18)

选取矩阵 P~22∈R
k×k, 使得 P~22= P~T

22> 0, 且使矩阵 P~正定.

P~C
P~11 P~11P~T

0

P~0P~11 P~22

( 19)
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K C 2 T
(WP~11P~T

0 + # TP~22) ( 20)

PC (W # T ]P~[W # T ] T ( 21)

由于 r ank2 # = K , 可知[W # T ]可逆, P= PT > 0.

由( 18) , ( 19)及( 21)式可知

2TP# T = 2 T (WP~11W
T + # TP~22# + W P~11P~T

0# + # TP~0P~11W
T ) # T =

2 T ( # TP~22# + W P~11P~T
0# ) # T = K # # T ( 22)

2PW = ( 2 T
W + 2 #P~0 )P~11 = - [ 2 T

W - 2T # T ( 2 T# T ) - 12 T
W ]P~11 = 0 ( 23)

由于[W # T ]可逆, 根据( 22)及( 23)式可得

P- 1# T = 2K
由( 18) , ( 19)及( 21)式可得

W
T( MTP+ PM )W = [W T

M
T
W - W

T
M

T # T( 2 T# T ) - 12T
W ]P~11 +

P~11[W
T
MW - W

T2 ( # 2 )
- 1#MW ] = A * P~11 + P~11A

T
* < 0

从而CLP 问题可解, (P, K )为其解对.证毕.

定理 2　假定 l< K , 选取满秩矩阵 +∈Rk×( k- l)使得

# 2 + = 0 ( 24)

如下定义矩阵 A 1∈R (n- l)×( n- l) , B 1∈R ( n- l)×( k- l) , C1∈R l×( n- l)

A 1 = W
T
MW - W

T 2 2 T# T( # 2 2 T# T ) - 1#MW ( 25)

B 1 = W
T2 + ( 26)

C1 = #MW ( 27)

则 CLP 问题可解当且仅当存在矩阵 K 1∈R ( k- l)×l使得 A 1- B 1K 1C1 为一稳定矩阵.

证明　我们只进行充分性证明, 必要性类同定理 1.

充分性. 如果存在矩阵 K 1 使 A 1- B 1K 1C1 为一稳定矩阵, 令

A
-

1 C A 1 - B1K 1C1 ( 28)

选取矩阵 P~11∈R
( n- l)×( n- l) , P~11= P~T

11> 0, 使得

A- T
1 P~11 + P~11A- 1 < 0 ( 29)

选取矩阵R 1∈R
l×l

, R1= R
T
1 > 0, 如下定义矩阵

K = +K 1# 2 2 T # T
R 1# 2 2 T # T

+ 2 T # T
R 1# 2 2T # T

( 30)

P~T
0 = - W

T 2K ( # 2K ) - 1 ( 31)

P~22 = ( I - P~0P~11W
T2K ) ( # 2K )

- 1
( 32)

P~ =
P~1 P~11P~T

0

P~0P~11 P~22
( 33)

P= [W # T ]P~[W # T ] T ( 34)

则矩阵 P~22为正定对称矩阵. P为对称矩阵.由于 P~2 2- P~0P~11P~T
0= ( # 2K )

- 1
> 0, 因此 P~为正定对

称矩阵, 且 P为正定对称矩阵.且由 P的定义可得
W

T
(M

TP+ PM )W = ( A 1 - B1K 1C1)
TP~11 + P~11( A 1 - B 1k1C1) < 0

由于 #W = 0且 W
T
W = I , 根据( 13)及( 31)式可知

#P2K = # # T
(P~22# + P~0P~11W

T
) 2K = # # T

[ ( # 2K )
- 1

- P~0P~11P~T
0 ] # 2K +

# # TP~0P~11P~T
0 # 2K = # # T
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W
TP2K = W

T
(WP~11W

T
+ WP~11P~T

0# ) 2K

= P~11 (W T2K + P~0# 2K ) = 0 ( 35)

由上式知 P- 1# T= 2K , 综上所述, 可知 CLP 问题可解.

3　输出反馈控制器设计

选取矩阵 H∈Rn×( n- m)使得

B
TH= 0, HTH= I ( 36)

对于不确定系统( 1) , 构造如下的 CLP 问题

M = A
T
; # = B

T
; 2 = C

T
; W = Q 且 l = m, K = q ( 37)

根据CLP 问题的可解性, 有下述主要结论.

定理 3　设不确定线性系统( 1)满足匹配条件( 2)～( 4) , ( 37)式所描述的 CLP 问题存在

解对(P, K ) ,则存在常数 A> 0, 使得不确定系统( 1)在输出反馈控制( 5)作用下闭环鲁棒稳

定.

证明　令 p = P- 1, 取 Ly apuno v 函数 v ( x ) = x
T
px , 沿系统( 1)的轨线对 v ( x )求导得

v
a( x ) = x

T[ A T
p + pA + p$A ( r) + $A T( r ) p ] x + u

T ( t) [ B T
p + $BT ( s) p ] x +

x
T ( pB + p$B( s) ] u( t )

　　由匹配条件将( 5)式代入上式得

va( x ) = x
T [ A T

p + pA + pBD + ( pBD ) T - A( pB + p BE ) K T
C -

ACT
K ( B T

p + E
T
B

T
p ) ] x

由于CLP 问题( 37)可解, 根据定理 1, 2可知 P- 1# T
= 2K , 即 pB= C

T
K , 由匹配条件可知

v
a( x ) ≤ x

T [ A T
p + pA - NpBB T

p +
1
r c
D

T ( r) D ( r) ] x

其中 N= AD- rc, r c> 0为任选常数. 由于 A
T
p + p A 及

1
rc
D

T
( r ) D ( r )均为对称矩阵, rankB=

m, 则存在 N> 0, 使

A
T
p + p A - Np BBT

p +
1
rc
D

T( r ) D ( r ) < 0

即存在 A> 0使 v
a( x ) < 0.由稳定性理论可知不确定系统( 1)在反馈( 5)作用下闭环鲁棒稳定.

4　设计算例

不确定线性系统可以用( 1)式描述, 其中

A =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

,　$A =

0 0 0

0 0 0

r1 ( t) r2 ( t ) r 3( t )

B = [ 0 0 1] T ,　$B = [ 0 0 0] T ,　C =
2 1 0

0 1 1

不确定性 r 1( t) , r 2( t )及 r 3( t )满足如下关系

5 = { ( r 1, r 2, r3 ) ûûr iû≤ 1, 　i = 1, 2, 3}

依( 37)式构造 CLP 问题如下:
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M =

0 0 0

1 0 0

0 1 0

,　p = [ 0 0 1] ,　2 =

2 0

1 1

0 1

,　W =

1 0

0 1

0 0

这里 l= 1, K = 2.由于 rank# 2 = 1, 选取矩阵 += [ 1 0]
T
, 使得 # 2 += 0, 由定理 2可得

A 1 =
0 0

1 - 1
, 　B1 =

2

1
, 　C1 = [ 0 1]

显然K 1= 1可以使 A 1- B1K 1C1 为稳定矩阵.选取 P~11为

P~11 =
1 - 1

- 1 2

取 R1= 1, 由( 30)式可得 K
T = [ 1 1] .由( 31) , ( 32)及( 34)式得到

P~0 = ( - 2 - 2) ,　P~22 = 5

P=

1 - 1 0

- 1 2 - 2

0 - 2 5

考虑到不确定性 5 , 根据定理 3, 取如下控制

u( t) = - 2. 1[ y 1 ( t) + y 2( t ) ]

则该不确定系统对于所有容许不确定性均闭环鲁棒稳定.
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ON THE DESIGN OF ROBUST OUTPUT FEEDBACK CONTROL

*
SONG Shenm in　

* *
CHU Do ng sheng　

* *
PENG Xiaohong

* ( H ar bin I nst itut e of Technology) * *( Ocean Univ ersity of T sing dao)

Abstract　T his paper addresses desig n pr oblem of r obust output feedback co ntro ller for uncert ain linea r

system w it h ma tched conditio ns. F ir stly, it der iv es tw o co nstr uct ed theor ems of constr ained L yapunov pr ob-

lem . O n the basis o f this, the paper pr esents the desig n metho d of o ut put feedback co ntro ller . Final ex ample

illustr ates effectiv eness of t his method.
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