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摘 要 本文研究稳定离散控制系统的代数结构 问题
,

即期望给出线性离散系统稳定化状态

反馈控制器的统一代数刻划
.

本文结果对离散状态反馈控制系统的设计具有理论指导意义
,

同时

也提供了线性稳定系统结构分析的一种新方法
.

关键词 线性离散系统
,

状态反馈
,

广义逆理论
,

代数刻划

l 引言

状态反馈控制系统的研究一直是 系统理论及工程设计 中的重要课题
,

涌现出大量成果
.

文

献 【1一 6〕研究了线性系统的拓扑性质
,

文献【7j探讨了线性连续状态反馈系统的几何结构
,

但

有关线性离散状态反馈系统结构研究方面的成果却几乎未见报道
.

本文利用广义逆理论
,

给出了所有使线性定常离散系统稳定的状态反馈控制器的统一代

数刻划
,

从而为离散稳定系统的结构分析提供了一种具有理论指导意义的新方法
,

并说明了该

方法在实际工程控制系统设计中的应 用可能
.

文中给出了相应的数值例子
.

2 问题的描述及引理

考虑如下多变量线性定常系统

x (k + 1 ) 一 A x (k ) + B u (k ) (l)

其中状态变量 x (k) 任r
,

控制变量 u( k) 任 R ’ ,

(A
,

B )可稳
,

A
,

B 为适维定常矩阵
.

状态反馈控制律为
u (k ) = G x (k ) (2 )

则闭环系统成为
u (k ) ~ (A + B G )x (k ) (3 )

定义 1 设 (A
,

B )可稳
,

若 A + B G 稳定 (即其极点均位于单位圆内)
,

则称 G 为关于 (A
,

B )的稳定化状态反馈控制器
,

其全体的集合记为 梦(A
,

B )
.

本文的目的在于给出集合了(A
,

B )的统一代数刻划
,

为此
,

需要如下引理
.

引理 l[e
〕
矩阵 A 稳定 (即 A 的极点均在单位圆内 )

,

当且仅当存在正定阵 尸 > o 满足

尸 一 A P A T

> O (4 )

引理 2[
, 〕 设 B

十
任R 一 K .

为 B 的 M oo re
一

Pen
r o s e 广义逆

,

则 B 十
具有如下性质

:
B B +

及 I一

B B 十
均为对称阵

,

且有 B B 十B ~ B
,

B 十 B B
十
~ B

十 ,

B
T
B B 十 一B T

.

引理 3 L, ,
设 B

;
任R

. 又 . ,

B
:
任R 户义’ ,

B
3
任尺

‘ x ’ ,

则线性矩阵方程

B
,
X B

z
~ B

s
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有解 X 当且仅当

B
: B 犷B

3
B 芬B

:
~ B

3

且若 (4) 满足
,

则所有的解可表示为

X = B 广B
3 B犷一 (Z 一 B 广B

, Z B ZB 矛)

其中 Z 任R
‘ x 户

为任意矩阵
.

引理 4[l
。〕 设 A 〔R ’ “ ‘ ,

B 任 R “ x 户
(m 簇P)

,

则存在矩阵 v 同时满足

A V 一 B
,

V V T
一 I

当且仅当

A A T = B B T

此时
,

V 的通解可表示为

(4 )

二」
v ;

,

U 〔
‘

一
’
“

, r· ,
,

哪
-

其中 V , ,

V :

分别来自于如下 A
,

B 的奇异值分解

, 一 。
,

〔含:」
v

卜 〔U 一 U 一〕

〔
A

s o

」
v ; 一 〔。

· :
二

·:

〕

〔

A
, 0

0 0

A “ 0

0 0

][翔
〕〔翔

这里 r ,
~ r a n k A

,

U
,
= U

, ,

A
,
一 A

,
.

3 主要结果及证明

据引理 1
,

本文的 目的在于对给定的可稳对 (A
,

B )
,

寻找所有的控制器 G
,

使如下代数矩

阵不等式

X 一 (A + B G )X (A + B G )
T

> 0 (5 )

有正定解 X > 0
.

为叙述方便
,

我们给出如下定义
.

定义 2 若存在控制器 G
,

使 (5) 式有给定正定解 X > O
,

则称该 X 是可配置的
.

下面主要解决两个问题
:
(l) 正定阵 X 可配置的充要条件是什么 ? (2) 若正定阵 X 可配置

,

则相应的控制器 G 的一般表达式是什么 ?

定理 1 正定阵 X > o 可配置
,

当且仅当

[ F
T
(A X 八

T
一 X )Fj

2 2

< o (6 )

其 中 [
·

j
, : ,

[
·

j
, 2 ,

[
·

〕
2 : ,

[ 门
2 2

为 [
·

]的分块阵
,

分别具有维数 m 又 m
,

m 又 (
, : 一 m )

,

(
, :
一

, n )

x m
,

(
, : 一 m ) x (

, : 一 m ) ; F 为乘积 B B 十

的酉模态阵
,

B
”

为 B 的 Moo
r e 一

Pe
n r os e 广义逆

.

必要性的证明
:

若 X 可配置
,

则存在 G
,

使离散 L ya p u n o v 方程

X = (A + B G )X (A + B G )
T

+ Q (7 )

成立
,

其 中 Q > 0.

令 X ~ S S
T ,

X 一Q 一 T T
丁 ,

S
,

T 任r
,

则 (7) 式成为

[ (A + B G )S〕[ (A + B G )S ]
T
一 T T

T
(8 )

据引理 4
,

(8) 式成立 当且仅当存在正交阵 V 使

(A + B G )S ~ T V
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或

B G ~ T V S
‘
一 A

再据引理 3
,

(9) 式有解 G 当且仅当

(I 一 B B
T
)(T V S

’
一 A ) = 0

或 (I 一 B B T
)T V 一 (I 一 B B 十

)A S

由引理 4
,

上式成立等价于

[ (I 一 B B 十
)T 〕[ (I 一 B B 一

)T ]
T

= [ (I 一 B B
+
)A S ] 〔(I 一 B B 一

)A S〕
T

或 (I 一 B B ‘
) (八X A T

一 X + Q ) (I 一 B B 一
) = o

令 F 为 B B 十

的酉模态阵
,

从而有

一IlllJ

,

o�

I

00尸.1‘
..J

,

F 丁
( I 一 B B

一
)F -

�
.

!
.J00I-0F F

‘
一 厂

丁
F 一 ‘

,

F
T
B B

、
‘ 一

〔
则 ( 1 1 )式等价于

F
T
( I 一 B B 一 ) F F T ( A X A T

一 X + Q ) F F T ( I 一 B B
一
)F ~ 0

( 1 2) 式又可写为

0一一

�leses
l司

「:
,

,

“ .

〕
〔;

·
( A X A
一

X + Q , F〕

[0 1
二

或

[ F
T
( A X A T

一 X + Q )F j
Z :

~ o

而 Q > O
,

故有 ( 6) 式成立
.

充分性的证明
:

若 ( 6) 式成立
,

则 Rz
Z

垒 一 [ F
丁
( A X A ,I

一 X )F〕
2 2
> o

,

为此
,

我们选择

曲
: 2

R 2 2 {
: ·

( 9 )

( 10 )

( 1 1 )

( 1 2 )

( 1 3 )

( 1 4 )

其中 公
, , ,

奋
:

为使得 Q > o 且 Q 簇X 的任意矩阵
.

则易见 ( 1 3) 式成立
,

从而 ( 1 1) 式成立
,

故存在

正交阵 v 使 ( 10 )成立
,

或存在 G 使 ( 9 )
,

以及 ( 8) 成立
,

则有

X 一 ( A + B G ) X ( A + B G )
T

~ Q > 0 ( 1 5 )

即 X 可配置
.

下面的定理给出了相应于可配置阵 X 的所有控制器 G 的集合
.

定理 2 给定可稳对 (A
,

B )
,

设 X > 0 为满足 ( 6) 式的正定阵
,

则相应于 ( A
,

B )的稳定化控

制器的集合

“
A

,

B , 一 ‘G
:
G 一 B 一

( T V ·

〔
I 0

0 U
一 A ) + ( I 一 B 一

B ) Z } ( 1 6 )S
丁柑

V

�l
.Jse

其中 了习
, T

~ X 一Q 且 Q 由 ( 1 4 )式定义
;
M = ( I 一 B B

一
) T

,

N ~ ( I 一 B B
一
)八S

,

S S
T
一X ; v 、 ,

v 、

分别来自于 M
,

N 的奇异值分解

M 一 。M

「‘
0

L 0 0」
V : 一 〔U 二 。

·:

〕
〔

」
V ; 一 〔二

· :
。一〕

「

A “ 0

0 0

A N O

0 0

( 1 7 )

( 18 )

�lesesraJ工
几

we!l口

叽味殊味

00痴0
户.‘

lwe
�

柑UM
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u 任R( 一、
, “ (一 ,

,

u u
T
一I ; z 为任意适维矩阵

·

证明 由定理 1 的证明过程可知
,

X 满足 (6) 式等价于存在 Q > 0 且 Q ( X 使 (9) 式成立
,

其中Q 可表为 (1 4 )的形式
,

又据引理 3 ,

(9) 式的通解为

G = B + (了门试S
一 l
一 A ) + (I 一 B

十
B )Z (1 9 )

其中 Z 为适维任意 阵
,

正交阵 V 满足

材V 一 N
,

M = (I 一 B B 十
)T

,

N ~ (I 一 B B 十
)A S (2 0 )

又据引理 4
,

满足 (2 0) 的正交阵 V 为

TNV

�.

!
l曰

I O

O U
( 2 1 )

其中 V M ,

V ,
来自( 1 7 ) ( 1 8 )

.

正交阵 U 任R “ 一‘ ’义 ‘’一 r“ ’
.

将 ( 2 1 )式代入 ( 1 9 )式即可证得定理 2
.

说明
:

l) 式 ( 1 6 )给出了相应于对 ( A
,

B )的全部稳定化控制器的参数化表示
.

其中满足 ( 6) 式的

正定阵 X > O
,

满足 ( 1 4 )式的正定阵 Q > 0
,

维数为 (n 一 rM ) X (n 一 rM )的正交阵 U
,

维数为 m X n

的任意阵 Z 均为可选参数
.

2) 在具体设计中
,

上述 自由参数可用来达到新的性能指标
,

诸如极点配置
、

鲁棒性约束
,

H
. 指标约束等

.

3) 在主要结果推导过程中
,

可配置阵 X > O 起着关键作用
.

在不同工程系统 中
,

X 常常

具有具体的物理含义
,

如确定系统中的格兰姆矩阵 ( G ra m m ian )及随机 系统中的协方差矩 阵

等
,

这时本文方法可使闭环系统配置给定的 X > o
,

如文献【n 一 1 3」等
.

4) 当利用 L ya p u n o v 稳定性理论设计稳定定常系统时
,

本文方法给 出了 L ya p u n o v 函数

的参数化代数表示
,

从而为系统设计提供了一种新方法
.

4 示例

考虑如下线性定常离散系统

x (k + 1 ) = A x ( k ) + B u ( k )

其中

0
.11

0

口|陌|山

一一
A

现欲设计所有使 A + B G 稳定的控制器 G
,

为此
,

首先由 ( 6) 式构造 X
,

经计算
,

有

厂
L0

‘

]
O

{
0 」

一一
F

�1l
l

eeJ0
d.ln甘0�leeesJ

一一
宁B

口 2

口 -

a 3

滩
_

户
1 “2 “3

“ 5

1
’

Q 一 F

{
“2 ”4 0 5

a oJ 叻
a b s b .」

r
· ,

z 一

「
‘ ! ‘ 2 ‘’

]
‘f 4 C s “ ‘

阵|陌l匡

一一
X

则 ( 6) 式意味着

a .
十 Za 。 < 0 ( 2 2 )
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再由 (1 4 )式可得

b 。 = 一 (a .

+ Za 。
) ) 0 (2 3 )

为此
,

我们只需选取
a ‘

(l’~ 1
,

2
,

⋯
,

6) 使 X 正定且满足 (2 2 )
,

再选取 b ‘(i ~ 1
,

2
,

⋯
,

6) 使 Q

正定
,

b .
- 一 (a

.
+ 2a

。
)

,

Q 簇X
,

然后任取 “ (i 一 1
,

2
,

⋯
,

6) 以及 U 一 1 或一 1
,

则使 A + B G 稳定

的稳定化控制器的集合可由(1 6 )式给出
.

5 结论

本文研究稳定离散控制系统的代数结构问题
,

完整给 出了稳定化状态反馈控制器的统一

参数化代数刻划
,

同时也为线性定常稳定系统的结构分析与设计提供了一种新方法
.
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