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摘要 本文 在 肠、山 空间研 究了无穷维时浦系统的变结构控制问题
,

给 出了滑动模态的称定性条件
.

汾动模

态的到达条件和变结构控制的一般形式
,

最后用分布参数系统变 结构控制的例子说明了方法的有效性
.
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1 引言

目前变结构控制的研究
,

主要集中在有限维系统
,

然而一些实际系统需要用偏微分方程才

能精确描述
,

所以无穷维系统变结构控制是一个重要的研究课题
,

这方面的研究 已经有 了初步

进展〔‘一 ‘几,

目前的研究结果表明
,

从有限维系统到无限维系统
,

许多问题是不能简单推广的
,

困

难在于无穷维系统的动态性质与系统本身的特性有着复杂的关系
,

比如
,

从本文中举的例子可

以看出
,

边界条件的改变就会破坏稳定性和到达条件
,

另外
,

无穷维系统变结构控制还缺乏一

般的理论
,

变结构控制的一些基本问题
:

滑动模态的稳定性
,

滑动模态的到达条件
,

变结构控制

律的一般形式和时滞系统的情况都还没有得到研究
.

本文引入半内积和泛函分析中的一些概

念
,

对上述几个问题进行研究
,

给出了时滞系统滑动模态的稳定性条件
,

滑动模态的到达条件
,

变结构控制律的一般形式
,

并以分布参数系统的例子
,

说明了结论的有效性
.

考虑时滞系统

汾二 A x + B a (二
,
r ) + f (x (t 一 h )

,
t ) (1 )

其中二 e X
,

X 是抽象函数组成的 Ban ac h 空间
,

A 是 X 中闭线性算子
,

A 的定义域 D (A )在 X

中稠密 ; f (x
,
t )

,

u( 二
,

t) 分别是取值于 B a na ch 空问 X 和 v 中的算子 函数
; B 〔 L (V

,

X )
,

L

(V
,

X )表示 V ~ X 的全体有界线性算子组成的线性空间
,

人表示时间延迟
.

2 滑动方程

取切换函数为

S (x ) ~ C x
,

C 任 L (X
,

V ) (2 )

切换流形为 S
。
一 {xj x e X

,

S (x ) ~ 。乒

为了研究滑动模态
,

先给出几个概念和引理
,

这些概念和引理后面要多次用到
.

定义 f
‘〕 对V x

,
y 任X

,

定义半内积

【x
,
y〕~ in f理y

‘

(二) }y
‘

任 X
‘

(X 的共扼空间 )
,

少
‘

(少) “ {}少 }}
’
二 }! 少

.

{}
’

}

引理 广
,
半内积有下面性质

(1 ) }〔x
,

y引( 】1二 )} }}y }}

(2 ) 〔
a x + 勿

,

夕〕二
a

压
,
夕] + 夕{}少 1}

’
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(3 ) },二 (t) I}D It二 (t) 姚《以(t )
, x (t )〕

其中 D 目x (t ) }}二lim , 。p
. ~ . . (一

r)

引理 2[. , 设 A 是 X 中的闭线性算子
,

且存在实数
a ,

使得

(灯 一 A )
一 ,

}} ( (又+ a )一
, ,

孟> m a x {O
,

一 a }

则以 A 为无穷小生成元可产生一个强连续半群 T (t )
,

使得
_ 、

d _
、 、 ‘

_
, 、 _ ~

, . 、

吸1 ) 了 又
’

l
’

Lt )工 )二几l
’

又t )x , x 七 刀吸汽 )
U 不

(2 ) ,, T (t ) 11《
e 一‘ , t》 r。

由引理 1
,

可得下面结论
.

定理 1 (‘)滑动模态存在的充分必要条件为 .

梦界
。

, (‘ )
,

s (‘)] < “, (2 )滑动方程可由式

(1 )和 S (x ) = 0 确定
.

证明

(l)由弓I理 1
,

D .} S (x ) !.成口
,

S ] / {. 占 }}

(1 )显然
.

(2 ) D 115 (x ) = lim
几甲 。牛

115 (二 (t)) i} 一 }}
.

5 (x (t 一 h )) }}
h

二 】im
. , 。+

S (二 (r )) !} 一 }! S (二(t ) ) }} 一 h泞(二 (t )) {{ + 0 (h )

h

在切换流形 S
。

上
,

S (x ) = 0
,

所以

D !15 (x ) (} ~ o片泞(x ) = o , 二 〔 S
。

因此
,

等效控制
u ,
可由亏= 0 确定

,

令 S = 。
,

由系统(1) 得

CA忿 + CB 。(二
,
t) 十 Cf (x (忿一 h )

, t ) 二 0 (3 )

若 CB 可逆
,

由式(3) 可解得
“ , 二 一 (CB )

一 ’
C (A x + f (x (‘一 h )

,
t )) (4 )

将式 (4) 代入 (l)
,

得等效控制方程为

分= (I 一 B (CB )
一 ’

C )(A 工 + f (x (t 一 h )
,
。)) (5 )

记 尸 = B (C刀丫
’。 ,

若 p
,

A 可交换
,

在 S
。

上
,

式(5) 化为

汤 = A x 十 (I 一 P )f (x (t 一 h ) 衬 ) (6 )

这就是滑动模态的运动方程
.

本文以下均假设 P
,

A 是可交换的
,

3 滑动模态的稳定性

滑动运动是变结构控制最本质的运动
,

滑动模态的稳定性是变结构控制的基本要求
.

引理 3 若存在
a
) O

,

使得

〔分(t )
,

x (t )〕<
a ( }! x (r 一 h )

二(t ) {{ ,

忿 一 }}x (t ) {}
2 )

厘

证明
。 ((二(: ) (}

:
一 110 s u p 业三丝到1二二 x (t 一 h )

r伟 0 (0
。r )
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二 lirn s u P( !}x (t ) }! + }lx (t 一 h ) }l)
j}二 (t) }, 一 ,tx (t 一 人) !}

h
2 11二 (t) I, D }Ix (t ) !l

x (, ) 。
:

+

哎
_ ‘

}一(: ) 一d ·1一2
一一令 。 (t)

刃刃(t ) = 11武t )

由定理条件伪 (t) < O
,

即

}1D 11二 (t) }} +
。( {{ x (t ) 妞一 “二(t 一 人) 计

盆)

刀刀(t ) 井 liru s u p
于叫. . (.

,

t)

p (t) 一 。 (t 一 h )

h
< O

于是存在
r> 。

,

使得
公 (t) <

, (t 一 h )
,

所以 。 (t)~ o ,

从而 !! x (t) }}~ o , t~ co
.

引理 4 若存在
口
李O和 a

》O ,

使得

[云(t )
, x (t )〕+

a ( I}x (t ) ,}
2 一 }}二(t )

则 litn = O
,

且到达零的速率不小于 a.

证明 叶 (t )
,
x (t)J + a ( }Ix (t) 11

2 一

) 叶(t )
,
x (t )」+

。 (
‘

}}二 (t) {{
2
一

0 < h 成
r

二 (t 一 h ) }} ) < 一 a
!}x (t )

!, x (t)

}tx (t)

x (t 一 h ) }} )

+ {, x (t 一 h )

2

一 〔￡(: )
,
x (, )〕+ 粤(

‘

x (t ) i}
: 一 1jx (t 一 h ) }}

2 )

由弓l理条件得

〔云(, )
, 二(‘)」+ 答(

‘

x (t 一 h ) }!
七
) 镇一

a
,Ix (t ) I!

,(t)llliwt一(t)ll
利用引理 3 的结论

,

得

x (t ) !! ~ 0

于是得到

llD }l

故 }}x (t ) }}

引理 5

二(t ) 11 《 〔云
, x (t )〕/ 11

以速率
a
到达零

.

成 a ( 1}x (t 一 h ) l! 一 }}x (t) }} ) 一
a
~ 一

a

若〔人工
, 二〕( 一

a
!, x l}

忿 ,

V x e D (八 )
,

则 }! (汀一 A )
一‘

11( (孟+ a )
一 ’ ,

义> m a x {0
,

一。
}

, a 任 R
,

反之也成立
.

证明 }} (汀 一 A )二 11 {! z !} ) [ (汀 一 A )x
, x 〕=

= 孟}. x }1
2 一 [ (八工

,
x 〕) (久+ a ) }!二 11

2

11 (灯 一 A )x }} 》 (孟 + a
!! x l}

特别取 x = (汀一A )
一 ’y ,

得

1}少 }! ) (孟+ a ) !}(汀 一 A 丫
, y !1

】1(汀 一 A 丫 , y l} ( (又+ a )一
,

I}y ll
,

孟> m a x (0
,

一 a }

}l(灯 一 A 犷 ,
}} ( (孟+ a )

一 1 ,

孟> m a x (0
,

一 a }

将上述证明倒推
,

即知结论的逆也成立
.

定义 2[
‘“ 若对V x e D (A )

,

有〔A工
, x 〕簇。

,

称算子 A 是耗散的
,

若仅当 x ~ 。时
,

等号才

成立
,

称算子 A 是严格耗散的
.

引理 ‘ 对于弱紧的 Ba na ch 空间
,

若 A 是严格耗散的
.

则存在
a
> O

,

使得

【通二
, x 〕( 一

a
‘{x ,{

’ ,

V x e D (A )



信息与控创 l , ” 年 第 韶 . 第 3 幼

证明 因 A 严格耗徽
,

对V y 任O (A )
,

由此推知
,

必存在
a
> 。,

使得

〔A y , y〕《一
a ,

否则
,

必存在序列 (y. !y. 任D (A )
,

”,

}l, {} = 1
,

〔彻
,
, 〕< 0

少 任 D (A )
,

}}= l )
,

}! , }! = (7 )

〔A y
. ,

y. 〕> 一告 (8 )

因为 A 是闭算子
,

且 X 弱吸
,

于是存在子序列 (为c 《y. }和 , 任D (A )
,

}!y0 !} ~ 1
,

使得

[月) 。 ,

为〕= lim [月拍
, y‘〕) 11二

一 1

目 山

与 A 严格耗散矛盾
,

所以 (7) 成立
,

于是

,

裔
,

击
〕‘
一

‘ , 〔

D(A
,

, ’ ‘ ”

故〔A x , 二]《一
a
}!二 I,

. ,

V x e D (A )
.

定理 2 设 0 (汀一A )
一’

朋( (孟+ a)
一 ’ ,

孟> 。,

其中
a
是某一正致

,

若下面条件之一成立
,

则

滑动模畜是渐近毯定的
.

(1 ) [ (I 一 P )f (二
, t )

,

犷 ] 《 夕!}二 l二}
.

二‘

},
.

夕< 。

特别 .} (I 一 P )f (二
, t) .} 《 p }}二 1.

,

夕<
a

(2 ) .}(I 一 P )f (二
一t) ,} 成 .9 (t) . 1}二 ,,

于工
19 ‘

·, ‘d
·

“
,

出尹‘ <
a

证明

(l) 由倩动方程 (6 )
,

得

[云(, )
,

二 (t )〕二 [乃x (t)
,
二 (r ) ] + [ (了一 尸)f (二(t 一 ,h)

, t)
, x (t)〕

《 一 a
.}x (t) 11

. + 夕l, 二(t 一 h ) ,. }I二 (t ) 11 (引理 5 )

由此得 [云(t)
, 二(t)〕+ 夕( 1. 二(t) l}

’ 一 11二(t) !1 1}二 (t 一 人) tl )

《 一 (a 一 夕) Ilx (t) ,,
.
< 0 ,

(口<
a )

利用引理 4
,

得

lim ,I二 (t) l, = 0

(2 )因 }l(灯一A )
一’

l,《 (孟+ a )
一’ ,

由引理 2
,

存在强连续半群 T (t)
,

IIT (t ) .1《
e

一
,

利用

半群 T (t )解滑动方程 (6 )
,

得

X (: ) 一 T (‘)X (o ) +

工
T (,

一) (‘一 p ), (X (一
h )

, ·)‘·

x (t) }I《 IIT (t ) I‘( Ilx (0 ) .IT (一 , ) I} }{ (I 一 P )f (二(, 一 h )
, : ) }}d

, )广
.如

+

、一 ( ,, 二 (。) !} +

工
尹 .‘(, 一 ; )

一
(
一

; ) .}‘
·

其中

、 ‘ }}二(, ) : 、 .:二 (。) !: + , +

工
‘ (

一 !, (·) , ,}二 (·) !}‘
·

, 一

工
,

e. (

一
g (·) . }}二(

·) 。d
·
、 ,

由 G ro n w a ll引理
,

得
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尹 }Ix (, ) 1. 镇 (一ix (o ) x一+ 万介份
‘, ‘r) ,dr

”x (t)
‘

11 《 ( ”二(0> 11 十补
口

儿产
!‘“沙

. , 一。

簇 ( 1}x (o) }! + 万)
e x p〔(口砂

‘
一 a )t ] , o

定理 3 若存在算子 K 任L (X
,

V )和 a > 。,

使得

11(汀 一 (A + B K ))一
,

11 ( (孟+ a )一‘
,

孟> 0

且定理 2 中的条件 (1) 或 (2) 成立
,

则取切换函数为 S = 犬上
,

可使滑动模态渐近稳定
.

证明 取 S (x ) = 尺工
,

在 S
。

上 尺二 = O ,

于是滑动方程 (6 )可写成

云(A + B K )x + (I 一 P )f (x (t 一 h )
, t )

记 万~ A十B k
,

由定理 2 的证明滑动模态渐近稳定
.

变结构控制的最大缺陷是滑动流形附近的抖动问题
,

为了减少抖动
,

常设立边界层

5
.

~ 毛x }x e X
,

l} S (x ) ,} 《 含}

在边界层内用连续控制代替变结构控制
,

对于边界层 S 。
内的运动

,

我们有下面的结果
.

定理 4 设 }} (汀一A )I }
一笼

镇 (决十a)
一 ’ ,

孟> O
,
a 是某一正数

,

若下面条件之一成立

(1 ) }1(I 一 P )f (x
, t ) }}成 }g (t ) ! !} (I 一 P )x !}

1 户
. , 、

二 , 盛 一

丁J
。

, g ‘r , . O r 、 ‘ ’

~ 又
a

(2 )当 9 0 )为常数时
,

条件可放宽为

[ (I 一 P )f (x
‘ ,

t)
,

(I 一 P ) x ] 簇 口}} (I 一 P )x
‘

{! l} (I 一 P )x }】
,

夕(
a

特别 [ (I 一 P )f (x
, t)〕《 夕}{(I 一 P )’x }}

,

夕(
a

则保持在 5 .
内的运动量古稳定的

,

即 t 充分大时

!! x (t ) }} ( 砧
, a
是某一常数

证明

(1 ) 由(1 )式得

P坛~ P A工 十 PB u (x
, t ) 十 P f (x (t 一 h )

, t)

= PA x + B u (x
, t ) + Pf (x (t 一 h )

,
t)

将(1。)与(D 式相减
,

得

(I 一 P )坛 = A (I 一 尸 )x + (I 一 尸 )f (x (t 一 h )
,

O

将a 一尸)x 看成定理 2 中(2 )的 二 ,

同法可证

}{ (I 一 P ) x }{ , 0
,

(t 一 co )

!! x (t ) “成 “(I 一 尸 )x (t) }} + !}尸(x (0 11

~ }}P x (t ) 】} 《 !}B (C刀 )
一 ‘

}! }15 (x ) }} 镇
a于

, 。 = }}B (C刀)
一 ,

{}

(9 )

(1 0 )

(1 1)

、

(1 2 )

(2 ) 由(1 1 )式
,

得

〔(I 一 P )云(t )
,

(I 一 P )x (t) ] = 以 (I 一 P )x
,

(I 一 p )x ]

+ [ (I 一 P )f (t 一 h )
,
t )

,

(I 一 P )二 (t ) ]

( 一
a
l} (I 一 P )x (t ) }{

: + 夕}}(I 一 P )x (t ) }! {}(I 一 P )x (t 一 h ) }!

记 (I一P )x (r) = P (t )
,

由定理 2 中 (1 )的证明方法
,

可得 }}(I一P ) x (t) 11”0
,

再由式(12 )
,

存在
a
> O

lim l{x (t ) }I 成
。古
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4 滑动流形的到达条件

引理 7 (1) 算子 尸 = B (CB )
一

℃ 是 X 中的幕等算子
,

且 PB = B
,

C尸 = C

(2 )存在 a ,

夕> 0 ,

使得

aI }C x “( }{尸x ”《 p UC二 U

证明

(l)可由 尸二B (C刀 )
一卫C 直接脸证

.

(2 ) ”尸二 }} 二 “B (C刀 )
一 I
C x “《 OB (C B )

一 ’
}} “C二 11

I{C忿 1, = 11CP 二 l, 《 }1C 11 IIP二 ,l

令 al }C “
一 , ,

夕~ “B (CB 丫
‘

”
,

即得 (2)
.

定理 ‘ 设 A 是严格耗散的
,

且

}}尸f (x
, t) }. 《 y:

}}尸x ll

则取控制
。~ 一y( CB )

一 ’
C忿

, y> yl

可使系统的任意状态都趋于切换流形 50
.

证明 由式 (10 )得

〔尸沦
,

尸x 〕= 〔A 尸x
,

尸x 〕+ 〔B
。 ,

P x 〕+ 〔尸了(xt 一 h ) )
,

尸x 〕

《 〔A P x ,

P x 〕一 y }}P x }!
.

+ 7 :

}}尸x !: }}P x (t 一 h ) “

由此得 〔尸云尸习 + y :

(l[ 尸xI !
’
一 ”P x (t 一 h) 0 “P x ”)

( 〔A P x
,

P x 〕11 一 (y 一 y :
) ““尸工 ”

’

( 〔A 尸二
,

尸二〕< 。,

(A 严格耗散 )

由引理 4
,

】}尸二 “~ o
,

从而 ”S (x ) !} ~ 0
,
t~ co

.

为了给出变结构控制的一般形式
,

引入下列记号

(l ) 尸类函数
,

若 以x
,

t) e V
,

且

[ B
u (x

,
t )

,

P x 〕( o

称 。 (二
,

t) 为 尸类函数
,

记为
“〔尸

(2 )记
s ig n P ~

C B )
一 卫
C x

P x

,

显然 一si g n P 任尸
,

因为
〔一。

·io n ,
,

, X 〕一〔百拜不
〕

二一 “尸x {I

定理 ‘ 设 }}Pf (x
,

t) ll《P nP x “
,

则取控制
“ (x

,
t ) = 一 (cB )

一 ’
c A x 一 万(cB

)
一 ’

cx 一 。ig n p
,

刀) 夕

则系统 (D 的任一状态经有限长时间都将到达 S
。 ,

且到达 S
。

时的速率不小于 ‘

证明 利用 (1。)式

[P云
,

P x 〕《 [A P x + B u ,

P x 〕+ [P f (x (t 一 h )
,
t )

,

P x ]

= 一 〔刀召(C刀 )
一 ’

C x ,

P x 〕一
。
〔B

s ig n P
,

P x ] + 夕l{P (x (t 一 h ) }} 11P x (t ) !l

~ 一 刀”P 二 ”
盆
一 。

“尸x ” + p 川尸x (t 一 h ) }} ”尸1 11

即 〔尸分p x 」+ 夕(I }p x ll
’
一 比尸x (t 一 h ) “ }1尸x !} ) (

一 (尹一 夕) “P x ll
’ 一 ·

}}尸x “《一
!
”P x ”

由引理 4
,

“尸二(t ) “有限时间内到达零
,

且到达零的速率不小于
‘

.

由定理 6
,

变结构控制的一般形式为
u = 一 (C B )

一 ’
CA x 一 P(CB )

一 ‘
Cx 一 。 ig n P

对于无时滞的系统
,

控制应取为

(1 3 )
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“ = “, 一 招ig n P (1 4 )

总之
,

控制
。
由两部分组成

。一 “:

十“: , “ :
~ 一 (C召)一 ’C (A x + 脚)用来抵消原系统的动态

性能
, 。:

- 一。ign 尸 用来改变系统的结构
,

这和有限维系统情况是一致的
‘

5 例子

几个有高温沪车间的温度调节间题
,

其数学模型可由下面分布参数系统描述

孕一 磐 + 翼 + 碧 + , (Q (二
, , , 二 , , 一 , )

, , ) + : 。 (Q
,

, )

。 “乙 之毛护 口公

(1 5 )

!Q
‘0

, y , ‘ ,
‘, 一 Q “

! ,
,

, z , , ’一 T ‘T 环境温度’

边Q
‘x

, “, z , ‘, 一 Q ‘x
, ‘: , z , ‘, 一 T

, ‘

补
_ _ _

}
Q ‘, , ’ , 。

,
‘’一
只
‘, , ’

,

‘3 ,
‘’一

、

T
.

竺界条件
’

tQ (x
,

y
, z ,

0) ~ Q
。
(二

,

y ,

z) (初始杀件 )

其中 Q 任R’
,

表示车间内的温度分布
,

厂(Q
,

t) 表示炉子的热流密度
,

一般有时滞
; B u
表示控制

项
, u 〔R . ,

控制的目的是希望车间内的温度维持在 T
,

显然
,

此问题和均匀细杆的温度调节问

题

孕一翼 + 了(Q (二
, , 一 ; )

,
: ) + 。。(Q

, : )

叮 d 刃
~

(1 6 )

万日{
。

,
‘

{
一

巳
‘

)
,

{
, 一 。 , ‘》 ‘。

t碌气x
, t ) ~ 碌

0 Lx 少

基本一样
,

为叙述方便起见
,

下面仅以均匀细杆的温度调节 (1 6 )为例
,

说明本文方法的有效性
,

(其中各项的物理意义同 (1 5 )
,

Q e r
, “e 扩 )

定义算子
孑

Z玉 =
二,

.

;

d劣
‘

D (A ) ~ 《Q e H
,
(0

,

1 )
,

Q (0
,
t) = Q (1

,
t ) ~ 0 }

H
乙(O

,

1) 表示 So bol ev 空间
,

由偏微分方程基本知识知道
,

A 是下面强连续半群 T (t) 的无穷小
生成元

丁(t )0 = 习A , e 一 ‘’产
: 5 in K二

所以 ”T (t )l } 镇
。一

六

选取切换函数 S (Q )一CQ(x
,
t )

,

由(4 )
,

得等效控制为
。, ~ 一 (C B )

一 ‘
C (A Q + f (Q (x

, t 一 h )
, t )

滑动方程为

一
(c 。)一c (

碧
+ , (Q (X

,

卜
* )

,
, )

督
一

碧
+ (I 一 尸)f (Q (二

,
: 一 、)

,
‘)

由定理 2 中(1 )
,

若 }! (I 一尸 )f (Q
,

t) }l< 矛
,

则滑动模态渐近稳定
.

再由定理 6
,

若还有 !}Pf (O
,

t) 】i镇夕}}Q }{
,

则取控制
,

。 。
、 _ ,

。 子Q
。 ,

。 n
、 _ ,

, 。
.

。
。 = 一 (C召r

’
C 夭主蓄一 月(C 刀)

一 I
CQ 一 “馆

n尸
’ 、

~ 一
产

~ 七
Z a- 、

一~
夕

~ ~ 一
0 一
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可使系统 (1 6 )的任一状态在有限时间内到达切换流形 (Q I(:Q ~ 。}
,

因此
,

系统渐近稳定
,

即li m

Q (x
, t)一 o ,

类似的对系统 (25 )取控制
。 = 一 (cB )一℃翼 + 龚 + 龚 一阅 ) 一 。谊nP

d 之. ‘口
一 ‘月

- -

一

则可使车间内的沮度最终维持在 T.
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