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摘要 本文主要研究具有 H : /H , 很合性能约束的线性离橄系统的极点配兰同题
.

首先将这一间题转化为一个

具有 H 。
性能和系统闭环极点位t 约束的系统 H :

性能优化问 题
,

进而通过引入一个辅助性能函数
,

进一步将其传

化成有一个矩阵方程约束的辅助性能 函致的最小化优化 问题
,

并给 出这个间题静态枪出反谈和状态反该控制器的

解的表达式
.

关健词
:

离敌系统 反怕控制 极点配工 H : / H 二混合控制

1 引言

极点配置控制器设计是控制系统设计的一个最古老也是最常用的方法
,

由于控制系统的

动态特性与其闭环极点有着直接的关系
,

因此
,

自控制理论诞生以来极点配置技术一直受到控

制界的广泛关注
,

发展至今相对来说也较为成熟
.

但长期以来
,

人们大多研究的是固定极点配

置问题
,

即将系统的极点配置在某一特定位置
,

而系统的动态特性并不是 由系统的闭环极点唯

一确定
,

它往往与系统的其他参数有关
,

如系统的零点等
,

并且在实际系统设计中不只考虑系

统的动态特性
,

常常有其他性能要求
,

如系统的鲁棒性等
,

因此如果过分强调系统闭环系究的

极点位于复左半平面的某一区域
,

即所谓的区域极点配置间题
,

这样多余的系统设计 自由度可

以用于满足系统的其他性能要求
.

在 LQ R / L Q G 间题中
,

由于闭环系统的极点与性能函数中的加权阵的选择有着密切均关

系
,

因而将系统的区域极点配置与 LQ R / L Q G 设计相结合
,

进行控制系统设计是一个很 自然

的想法
,

这方面前人 已做了很多研究
,

并得到了许多有价值的成果[l.
’〕

.

H
Z

/ H . 混合控制设计是近年来提出的一种新的控制系统的设计方法
.

由于 H
:

最优左制

系统具有许多优良特性
,

但鲁棒性较差
,

而与其相反
,

H .
最优控制系统能较好的解决系统的扰

动抑制和鲁棒性问题
,

但其动态品质一般较差
,

因此如果将上述两种方法结合起来进行控钊系

统的设计
,

这样既可以解决 H
:

最优控制系统的抗干扰和鲁棒性间题
,

又可以解决 H . 最优控

制系统的性能间题
,

因此
,

这一课题一提出就得到了国内外众多学者的重视
,

短短三四年冈得

到了很大发展
,

文献 [ 3〕对近年来有关成果进行了综述
.

通过以上分析
,

如何将系统的区域极点配置技术与系统的 H
Z

/ H 肠混合控制设计相结合进

行控制系统的设计
,

这也是一个很有意义并且值得深入研究的课题
.

据此文献〔4 ]首先提出了

这一问题
,

并针对连续系统的情况进行了研究
,

得到了一些很有价值的结果
.

上述的结果大多是针对连续系统的
,

而相应的离散系统的有关结果较少
,

并且有关把系统

的区域极点配置技术与 H
:

/ H . 混合控制设计方法结合起来进行控制系统设计的结果
,

至今也

未见报道
.

本文试图将文献 [ 4〕中处理连续系统的有关问题的思想和方法引入离散系统的设计

中来
,

首先将原问题转化为一个具有 H . 性能和 闭环极点位置约束的系统 H
:

性能优化间题
,

收稿 日期
:
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进而引入一个辅助性能函数
,

将其进一步转化成具有一个矩阵方程约束的辅助性能的优化问

题
,

然后通过对这个优化问题的求解来得到离散系统的具有 H
:

/ H . 混合性能约束的系统闭环

极点配置问题的解
.

本文中一些主要符号定义如下
:

rA
;
B 气

d
‘

!
’ .

五
“

’

」
,
一c ‘z 几一A ,

一 ’
B + D

(A )T
:

矩阵的转盆
, 武A )

:

矩阵的奇异值
;

G
.

(z )
:

矩阵的共扼转置
; A X B

:

矩阵 A 和 B 的 K r o n e ek e r
积

,

t r (A )
:

矩阵的迹
; ve e (A )

:

矩阵的列拉直 ,

双A )
:

矩阵的特征值
;

ve
c 一 ,

(A )
:

矩阵的列反拉直
,

A (A )
:

矩阵的特征值集
,

A >
,

)
,

《
,

< 。:

分别表示矩阵A 为正定
,

半正定
,

负定
,

半负定
,

A > B
:
A 一B 正定

;

I}G (z ) 11
:
= [ t

r (G (z )
‘

G (z ) )〕“
2 ;

., G (
z ) 11一‘

:

(G (尹 ))
.

2 问题描述

定义 2
.

1[ 习 又为 A 的特征值
,

如果
: a n k〔A 一从

,

B 〕=
, ,

则称 A为 A 的 B 可控特征值
.

引理 2
.

1[ 幻 矩阵对 (A
,

B )为可镇定的充要条件为 A 的所喃
.

位于单位回外的特征值是 B

可控的
, 且 (A

,

B )可控的充要条件为 A 的所有特征值是 B 可控的
.

令 C (r )为图 1 所示的圆域
, r镇1

.

方框图如图 2 所示
.

定义 2
.

2 如果 A 的所有不属于 C (r) 的特征值是 B 可控的
,

则称 (A
,

B )是 C (r) 可配里

的
.

对于离散线性定常系统

X (泛 + l ) = A X (k ) + B U (k ) + D 田 (la )

Y (泛) ~ CX (乏) (lb )

Z , (泛) 二 E
: . X (乏) + E

: . U (k ) (le )

Z
:
(k ) 一 E

: :

X (庵) + E : : U (汤) (ld )

U (汤) ~ 尺y (汤) (le )

则其开环传递函数具有状态空间实现
:

周
”

}
”

}
O」

(2 )

阵阵底
l

嘛
一一

、少
忿

了、
G

假设

令

E几E
: :

= 0 ;

l B

{ 0

: E
: :

}E
: _

E 弘E : .

A
‘

= (A + B K C ) ; V = D护
R

: :
~ E孔E

: : , R
: :
= E石E

: :

R
: . = E弘E :

二 R : . = E孔E : .

E : ~ E
: :

十 E
: : 犬C . R

:

~ E 丁E
: ~ R

: : + 口扩R : :犬C

(3 )

(4 a )

(4 b )

(4 e )

(4d )
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:

具有 H :

旧 . 很合住能约束的离故系统的极点配t

E . = E , + 凡
。尤C ,

I们Q

R . ~ 君乙E . 一 R 恤 + Cr K T R 加尺C (4 e )

2口2ZY

GGG (z )))

图 1 图 2

则其闭环传递函数 Gc (z) 及相应的 ~
Z

:

和 ~
2 . 的传递函数具有状态空间实现

:

Gt (z ) (sa )

石�o喻

:、
.‘

:
‘�A�F

尸

lee
�rAc

:

仇 ( ‘ ) 一 L云妥
一

! 〕 (s b )

设
r ’

表示由 H . 最优设计得到的 }}G ( z) }{
. , r
》

犷 ’ ,

本文所要解决的间题为
:

向题 1 对于系统 (l ) ,

求控制器增益阵 K 满足

A (A
‘

) 任 C ( r ) ( 6 a )

5
.

t
.

,{G . ( z ) 11. 《 r ( 6 b )
.

】}G
:
( z ) }}

:

~ m in ( 6 e )

等价地上述间题也可以描述成
:

向题 2 对于系统 ( 1 )
,

求控制器增益阵 K 满足

m in }I G
: ( z ) }}

: ( 7 a )

5
.

t
.

II G 二 ( z ) 11. 镇
r ( 7 b )

A (At ) e C ( r ) ( 7 e )

[注 2
.

1 ]
:

式 ( 7。 ) 一 ( 7c) 将原来具有 H Z
/ H .

混合性能约束的离散系统的极点配置问题
,

转

化为一个具有 H ,
性能和系统闭环极点位置约束的系统 H :

性能优化问题
,

这样就简化了原间

题的求解
.

3 辅助最小问题

对于前文提出的间题
,

为能得到它的解
,

本节将引入辅助最小的概念
.

为此先介绍几十有

关结论
.

不失一般性
,

令 ( sb) 中的
r = 1

.

引理 3
.

1 如果 孟任 C ( r ) ,

则有 八 < 尸 < 8 )

引理 3
.

Z Q
。
一碳 ) 0 是方程 Q

。
二At Qo Act + v 的解的充要条件为

:
A

‘

渐近稳定
,

且 (人
,

D )可镇定
.

且假设上述条件满足
,

则

J ~ 1}G
: (z ) }}莞= t r (Q

o
R Z ) ( 9 )

引理 3
.

3 A
‘

渐近稳定
,

且存在 Q
。
一以》 0 及 Q

: = Q丁) o 分别为下列方程的解
:
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Q
。
= A

o

Q
o
A 丁十 V (1 0 a )

Q
:

) A
o

QI

盯 + V (1 0 b )

则 Q
:

) Qo

定理 3
.

1 对于系统 (l)
,

假设 (人
,

D )可镇定
,

且存在 Q ) O 满足
:

Q ) A
‘

Q A丁+ Q尺_ Q + v
‘

(li a )

则闭环系统满足
:

”G (习 ”. ( 1 (1 1 b )

证明 首先将(1 1a) 改写成
:

V 镇 Q 一 A
‘

Q A丁一 Q R . Q (1 2a )

令 L ~ E 一 (尹I 一A
‘

)
一 ’ ,

则

L V L
.

= E . (尹I 一 A
‘

)
一 ‘
刀刃了。

一

叮 一 人犷
T E 乙= G . (尹 )G 二(尹) (1 Zb )

Q 一 A
‘

Q可 一 QR . Q = 2 , O 一 A
‘

Qe
一声 一 尹Q月J

一 Q此E . Q 一 (尹I 一 A
‘

)Q (e
一 声I 一 A

。

)
一 T

~ 君一声(产I 一 凡 )Q + 尹Q (e
一户I 一 A

‘

)T

一 QE 二E , Q 一 (尹I 一 A
‘

)Q (e
一

叮 一 A
‘

)T (1 2e )

L (Q 一 A
‘

QA丁一 QR . Q )L
‘

= e 一声E . Q (e
一神 一 A

‘

)一
T
E 二

+ 尹E . (尹 一 A
。

)
一 ’

Q E工一 E . Q E乙

一 石 . (产I 一 A
‘

)
一 ,

Q E工E . Q (e
一声 一 A

,

)
一 T E二 (1Zd )

令 S ~ 产E . (尹I一人 )
一 ’Q E 二

,

则式 (12d )等于

S + S
’

一 S , 5
.

一 E 二Q E乙= I 一 (S 一 I ) (S 一 I)
’

一 E . QE乙《 I (1 2e )

由(1 Zb )和 (1 2e )得 ‘. (尹 )G 二(尹 )簇1
.

即 ”几 (z )l } . 簇1
.

定理证毕
.

定理 3
.

2 对于系统 (1 )
,

假设 (凡
,

D )为 C (r) 可配t 的
,

且存在 Q ) 。满足
:

A
‘

Q A丁一 尸Q + V 《 0 (1 3 a )

则有 A (A
‘

) e C (1 3b )

证明 假设存在 孟任 A (A
‘

)满足 之在C (r)
,

也即 众) 尸
.

且设 刀(Q )) O 为矩阵算子满足
A

‘

Q工
‘

一 r . Q + V + H (Q ) ~ 0 (1 4 a )

由于 夏任 八(可 )
,

设 甲为对应于 直的 A丁的特征向量
,

即 A丁甲= 劝
.

用 犷和 甲分别乘 (1 4 a )可得

甲
.

Q 4 a )甲 = (瓜 一 尸)甲
’

Q甲+ 甲
’

(V + H (Q ))夕~ o (1 4b )

令 日二 V + 刀(Q )
,

因为 Q
,

V
,

H (Q )都非负定
,

所以 (1 4 b )成立意味着 甲
’

日夕二,0
,

也即

甲
‘

日l,t ~ 0

又因为 A丁甲一劝
,

所以

甲
‘

〔A
‘

一 灯
. ,

E “ ,

〕= o

这意味着
r a n kCA

。

一 汀
. ,

曰
,‘,

] <
二 ( 14 e )

也即 又不是 日
‘八可控的

.

而 孟在C (r )
,

所 以(A
,

日
, ‘2 )不是 C (r )可配! 的

.

由定理的条件可知 (A
‘ ,

D )是 C (r )可配里的
,

因而〔入
,

尸
1 .

〕也是 C (r) 可配 t 的
,

这与上面

推得的相矛盾
,

因而假设不成立
,

故 孟〔C (r)
.

定理证毕
.

定理 3
.

3 (辅助最小间题 )
:

对于系统(1 )
,

假设 (凡
,

D )可镇定
,

且存在 Q》O

满足 八
‘

Q A丁一
r 1Q + Q R 一Q + V = o (1sa )

则有 (l ) 八 (A
‘

) e C (r ) (1 5 b )
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(2 ) }}G . (z ) l, . < l (1 se )

(3 ) 存在 Q
。

( 0 满足 (1 0 a )
,

且

(a ) QO ( Q (1 sd )

(b ) J
.

~ t r (Q
o
R

:
) 簇 J = t

r

(QR : ) (1 se )

证明 由于 Q ) 。
,

所以 Q双. Q》。 ,

根据定理 3
.

2 可直接证得 (1 5b )成立
.

将 (1 5 a )重新组

合可以得到

Q = 人QA J + Q R . Q + V + (l 一 尸 )Q

由于 尸镇l ,

(l 一尸)Q异。
,

由引理 3
.

1 可知 (15a )成立意味着 (巧c) 成立
.

又 因为 (1 5b )成立意味着 人 渐近稳定
,

所以存在 Q
。

) O 满足 (IOa)
,

这样根据 引理 3
.

3 可

以很容易证得 (1 5d )成立
.

而 (1 5 e )是 (1 5d )的直接结果
.

定理证毕
.

[注 3
.

1〕 定理 3
.

3 中 (1 5e )表明
:
J = tr (Q R : )是闭环系统 {}G

Z
(二 ) }{兰的一个上界

,

因此

最小化 J 从某种意义上来讲也就优化了系统 H :
性能

.

这样
,

优化系统 H
:

性能通过最小化 J

实现
.

〔注 3
.

2〕 定理 3
.

1 将系统 (1) 具有 H
Z

/ H . 混合性能约束的系统区域极点配置间题转化

成一个有一个矩阵方程约束的辅助性能函数的最小化问题
,

即
:

问题 3 对于系统(1 )
,

求控制器增益阵 K 满足
:

m in J = tr (QR
:
) (1 6a )

5
.

t
.

Q 一 牙 妻 0 ((1 5a ) 的解 ) (1 6 b )

4 具有 H ,
/ H , 混合性能约束的系统极点配置控制器的实现

定理 4
.

1 对于系统 (1 )
,

假设 (人
,
D )可镇定

,

且存在 Q) 0 满足 (1 5a )以及 尸) o 满足
:

A丁P At 一 尸P + PQ R . 十 R . Q P + R
:

~ o (1 7 a )

令 尸
。

= B
T
尸A QCr (1 7b )

R
.

二 C切少 º ( R : : + B T PB ) + CQP QC T O R : . ( 17e )

假设 R 二‘存在
,

则

K = 一 v e e 一 ,

[ R J
l v e e (P

一

) ] ( 17 d )

为问题 2 的解
.

证明 对于问题 3 的求解
,

可以采用 La g ra n ge 乘子法得
:

J = tr 〔Q R : + 尸 (A汉 + Q A工+ 1/ rA 司QA二+ y一 王Q R . Q + V )〕

= t r {Q ( R , : + Cr r R : :犬C ) + P [ (A
.

+ B K C )Q + Q (A
.

+ 召尺刃 ) T

+ l/r (A
.

+ B K C )Q (A
。

+ B K C ) T + y一ZQ ( R l . + CT K T R 2 . 尤C) Q + V 〕}

因为

所以

= 2 ( R 。尺CQC T + B TPA QC T + B TP B K CQC T
+ R : . 尺CQP QC T ) = o

( R Z :
十 B TP B )兀CQ己 + R : . 尤CQP Q口 二 一 B T P AQC T

~ 一 P
。

aJ一扰

【CQCT À ( R : : + BT PB ) + CQ PQCr O R : 二
〕
v e e (k ) = R. v e e ( k ) ~ 一 v e e (P

.

)

由于 R
.

可逆
,

因此 K 满足 (1 7d)
.

一 ~ ‘

缸
_ . ,

~
, _

一一一一 ~
、 . , , _ _ 、

如朱份不万一 U , 贝组相 刀“里理机 叫得出 L l ,I a ,
.

t, 毛绪
定理证毕

.
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定理 4
.

1 给出了满足问题 3 的一个物出反馈控制器增益阵的解析表达式
,

但当系统的状

态完全可以得到时
,

采用状态反馈控制设计往往优于输出反馈控制
,

下面直接给出满足问题 2

的状态反馈解
.

定理 4
.

2 对于 系统 (1 )
,

假设 (凡
,

D )可镇定 ,’C ~ I
。 ,

且存在 Q》。和 尸) O 分别满足

(1 5 a )和 (1 7 a )
,

令

P
,

二 B 了P A (18 a )

R
,

= 几。 (R
: : 十 B

T
P B ) + QP Q R

2 . (1 sb )

假设 R 丁
’

存在
,

则

K ~ 一 v e e 一 ‘

[R .--
‘v e e (P

,

) ] (1 8 e )

为问题 3 的一个状态反馈解
.

5 讨论

本文主要研究了离散系统具有 H
:

/ H . 混合性能约束的系统极点配置间题
,

对于离散线性

定常系统
,

本文给出 了静态输 出反馈和静态状态反馈控制器的解
.

与连续系统类似问题相比

较
,

由于离散系统的 Ri cc 。ti 方程求解的复杂性
,

控制器增益阵 K 不能独立解出
,

必须通过三

个矩阵方程联立求解
,

这样大大增加了求解的复杂性
,

同时也必须要考虑算法的收敛性问题
.

必须同时指出的是本文虽然只研究了系统的静态反馈设计问题
,

但是本文所提出的方法

同样可应用于系统的动态反馈设计
,

并且可得到类似结果
.
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