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摘　要　基于互质分解的状态空间描述,首先得到了可同阶强镇定的充要条件,并给出了一

种同阶强镇定控制器的构造方法.本文证明了 2 对象同时强镇定(即 3 对象同时镇定)可转化为同

时强镇定一辅助对象与它的一子对象,同阶同时强镇定 2对象等价于同时强镇定一个辅助对象与

它的一稳定子对象,同时镇定 r+ 1 个对象等价于同时强镇定 r- 1个辅助对象与它们的一公共子

对象. a
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1　引言

同时镇定问题是一广义的鲁棒控制问题, 由 Saeks等人[ 2, 3]首先提出,它来源于实际工程

中的多模型特征系统的稳定需要,例如, 飞行器的动态特性随着其飞行高度和速度而变化, 实

际对象也可能由于某些传感器的失效有几种工作模式等.这一看似简单的问题,近来已得到了

许多学者的研究[ 1- 4] , 然而到现在仅得到一些可同时镇定的充分或者必要条件, 3个以上对象

的可同时镇定的充要条件仍未得到, 既使对于两对象的同时镇定问题,多变量时亦非常繁琐.

　　本文假定给定的一组对象均有理正则,其阶可以不一样, 但可以得到可镇定可检的同阶实

现.这一条件并不严格, 因为我们可以首先得到各给定对象的最小实现,然后通过对阶数小的

对象增加稳定的不可控不可观模得到其同阶实现.

2　预备知识

引理 2. 1[ 4]　给定有理正则对象 P ,假设其一可镇定可检测实现为 P= [ A , B , C, D ]选择

合适维数的常矩阵 F , H 使得 A F= A + BF , A H = A + H C 均稳定,那么有 P= N M
- 1= M

~ - 1
N
~ ,

并且

Y
~ - X

~

- N
~

M
~

M X

N Y
=

I n 0

0 I m

( 2. 1)

式( 2. 1)中的 8个因子矩阵定义为

M =
A F B

F I
, N =

A F B

C + DF D
, Y =

A F - H

C + DF I
, X =

A F - H

F 0
,

M
~ =

A H H

C I
, N~ =

A H B + H D

C D
, Y~ =

A H - B - H D

F I
, X~ =

A H - H

F 0

( 2. 2)

P 的所有镇定控制器 K 可以化为关于一稳定的自由参数的线性分解变换( LFT )的形式
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K = J 11 + J 12Q ( I - J 22Q )
- 1

J 21, 　Q∈ R H ∞ ( 2. 3)

其中

J =

A + BF + H ( C + DF) - H - ( B + H D )

F 0 - I

- ( C + DF ) I - D

( 2. 4)

　　定理 2. 1　给定有理正则对象 P,其所有镇定控制器为

K = ( X - MQ ) ( Y - N Q ) - 1, Q ∈ RH ∞, det ( Y - N Q ) ≠ 0 ( 2. 5)

那么K 稳定当且仅当( Y- N Q ) - 1∈RH ∞ ,或者说它是幺模的( unimodular ) .证明略.

　　定理 2. 2　给定有理严格正则对象 P ,选择合适维数的常矩阵 F, H 使得A + BF, A + H C

均稳定,那么 P 可强镇定当且仅当辅助对象

S 0 >
A + BF + H C B

C 0
( 2. 6)

可用一稳定的补偿器 Q∈RH ∞镇定.由于 Q有理正则稳定, 我们一定可以找到式( 2. 7)的最小

实现[ A Q , BQ , CQ , DQ ] ,且 A Q稳定.

　　证明　由定理 2. 1知, K 稳定当且仅当( Y - N Q ) - 1∈RH ∞ .将 Y , N 和 Q 的实现代入, 然

后化简消去稳定的不可控模和不可观模得到

( Y - N Q ) - 1 C
A C BC

CC DC

=

A + B F + H C + B DQC B CQ B DQ + H

BQC A Q B Q

C 0 I

( 2. 7)

显然( Y- NQ )
- 1
∈RH ∞当且仅当其系统矩阵稳定,这就意味着 S 0可用 Q 强镇定.

　　定义2. 1　给定有理正则对象P ,如果存在一稳定的镇定控制器K ( s) ,且其阶次小于等于

P 的阶次,则我们称 P 可同阶强镇定.

　　定理 2. 3　定有理正则对象 P, P 可同阶强镇定当且仅当存在合适维数的常矩阵 F , H 使

得 A + B F, A + H C 和 A+ BF+ H ( C+ DF )均稳定.

　　证明　充分性显然.

　　必要性. 设 Q∈RH ∞, 由式 2. 1有

I Q

0 I

Y
~ - X

~

- N
~

M
~

M X

N Y

I - Q

0 I
=

I n 0

0 I m

( 2. 8)

因此

Y
~ - QN

~ - ( X~ - QM
~ )

- N
~

M
~

M X - M Q

N Y - N Q
=

I n 0

0 I m

( 2. 9)

　　如果P 可同阶强镇定,则一定存在 Q∈RH ∞, 使得 K ( s)稳定,且与 P 同阶.定义

X- > X - MQ , Y- > Y - N Q

式 2. 9是 P 的互质分解又一 Bezout 恒等式,因此我们可得到另一所有镇定控制器的参数化形

式

K = ( X- - MQ- ) ( Y- - N Q- ) - 1, Q- ∈ RH ∞

令 Q
- = 0, 则得到中心控制器

K = X
-

Y
- - 1 =

A + BF
- + H

- ( C + DF
-) - H

-

F
- 0
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其中F
- 和H

- 是两合适维数的常矩阵并使得 A + BF
- 和 A + H

-
C 都稳定.

　　所以如果 P 可同阶强镇定, 则一定存在两合适维数的实矩阵 F- 和 H- 使得 A + B F- , A +

H
-

C和 A + B F
-+ H

- ( C+ DF
-)均稳定.

　　下面我们给出同阶强镇定控制器的一种构造方法.

　　引理 2. 2　给定 n×n维矩阵 G, U , V ,存在 X 使得

G + UX U
T + V X

T
V

T > 0 ( 2. 10)

当且仅当

U
~ T

GU
~ > 0, V~ T

GV
~ > 0 ( 2. 11)

其中U
~

U= 0, V~V = 0.当且仅当存在常数 R1 , R2使得
G - R1UU

T > 0, G - R2VV
T > 0 ( 2. 12)

当 U ( V )满秩时, 式( 2. 11) , ( 2. 12)中的第一(二)个不等式不需要.

　　定理 2. 4　给定有理正则对象 P= [ A , B , C, 0] , ( A , B , C)可镇定可检测, P 可同阶强镇定

则一定存在对称矩阵 R> 0,常数 R1, R2满足如下 Riccat i不等式

RA + A
T
R - R1R BB

T
R - R2CT

C < 0 ( 2. 13)

若存在 A1≥R1, A2≥R2使得
(A1 - R1 ) RBB

T
R - R2CT

C ≥ 0, ( A2 - R2 ) CT
C - R1R BB

T
R ≥ 0 ( 2. 14)

则

F = -
A1
2

B
T
R, H = -

A2
2

R
- 1

C
T

( 2. 15)

强镇定 P .

　　证明　P 可同阶强镇定当且仅当存在合适维数的矩阵 F , H 使得 A + BF, A + H C, A +

BF+ H C同时稳定,亦即存在对称正定矩阵 R1 , R2 , R 使得

R1 ( A + BF ) + ( A + B F)
T
R1 < 0 ( 2. 16a)

R2 ( A + H C) + ( A + H C) T R2 < 0 ( 2. 16b)

R( A + BF + H C) + ( A + B F + H C) TR < 0 ( 2. 16c)

令 Q 1= R 1
- 1
, Q2= R 2

- 1
, Y 1= F Q1 , Y 2= R2H , 由引理( 2. 2)不难发现式( 2. 16a ) , ( 2. 16b)等价于

存在常数 R3, R4使得
AQ 1 + Q1A

T
- R3B B

T
< 0

R 2A + A
T
R2 - R4CT

C < 0

这就是系统可镇定(可检测)的线性矩阵不等式条件, 与系统的不稳定模可控(可观)等价, 式

( 2. 16c)等价于

R A + A
T
R + R1Y

T
1 B

T
R + RB Y 1R1 + R R2

- 1
Y 2C + C

T
Y 2

T
R2

- 1
R < 0

由引理( 2. 2)不难发现,上式等价于存在常数 R1, R2 使得
RA + A

T
R - R1RBB

T
R - R2CT

C < 0.

取 F= -
A1
2

B
T
R, H = -

A2
2

R
- 1

C
T
时,有

R( A + BF ) + ( A + B F) T R < R2CT
C - (A1 - R1 ) RB B

T
R ≤ 0,

( A + H C) Q + Q ( A + H C)
T
< R1BB

T
- (A2 - R2) QC

T
CQ≤ 0, Q = R

- 1
> 0

R ( A + B F + H C) + ( A + BF + H C) T R < - ( A1 - R1) R BB
T
R - (A2 - R2 ) QC

T
CQ ≤ 0
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由 Lyapunov 稳定性理论知 A + BF, A+ H C, A + BF+ H C 稳定.

3　两对象同时镇定

定理 3. 1　给定有理正则对象 P 和 P 1, 那么 P 和 P1 可同时镇定当且仅当存在 Q∈RH ∞

使得

Q 1 = ( - T 22 + T 12Q ) ( T 42 - T 32Q)
- 1

( 3. 1)

= ( T 11 + QT 31) - 1 ( T 21 + QT 41) ∈ RH ∞ ( 3. 2)

其中

T 11 T 21

T 31 T 41

=
Y
~

M 1 - X
~

N 1 Y
~

X 1 - X
~

Y 1

- N
~

M 1 + M
~

N 1 - N
~

X 1 + M
~

Y 1

( 3. 3)

T 12 T 22

T 32 T 42

=
Y
~
1M - X

~
1N Y

~
1X - X

~
1Y

- N
~

1M + M
~

1N - N
~

1X + M
~

1Y
( 3. 4)

　　证明　充分性.由引理 2. 1, P 和 P 1可同时镇定当且仅当存在 Q, Q 1∈RH ∞使得

( Y~ - QN
~) - 1( X~ - QM

~) = ( X 1 - M1Q1 ) ( Y 1 - N 1Q1 ) - 1

其中det ( Y~- QN
~)≠0, det ( Y 1- N 1Q1 )≠0.这等价于

( X
~
- QM

~
) ( Y 1 - N 1Q1 ) = ( Y

~
- QN

~
) ( X 1 - M1Q1 ) ( 3. 5)

即

T 21 + QT 41 - T 11Q1 - QT 31Q1 = 0, ( T 11 + QT 31 ) Q1 = T 21 + QT 41 ( 3. 6)

　　如果Q 1= ( T 11+ QT 31) - 1 ( T 21+ QT 41)∈RH ∞ ,式 3. 6明显成立,因此充分性得证.

　　必要性. P 和 P1可同时镇定则存在 Q∈RH ∞使得 T 11+ QT 31是幺模的
[ 4]
, 因此: Q 1= ( T 11

+ QT 31 ) - 1( T 21+ QT 41 )∈RH ∞. 对偶地可以证明 P 和 P1可同时镇定当且仅当存在 Q∈RH ∞

使得

Q 1 = ( - T 22 + T 12Q ) ( T 42 - T 32Q )
- 1
∈ RH ∞

　　我们不难发现 T ij∈R H ∞ ( i= 1, 2, 3, 4, j = 1, 2) , 并且有

- T 11 - T 21

T 31 T 41

T 12 - T 22

T 32 - T 42

=
I n 0

0 I m

( 3. 7)

该式可以直接验证.由式 3. 1和 3. 2有

Q1∈ R H ∞ Z ( T 11 + QT 31 )
- 1
∈ RH ∞ , ( T 42 - T 32Q )

- 1
∈ RH ∞

Z T 31T
- 1
11 = - T

- 1
42 T 32可强镇定.

这就是辅助对象的右互质分解( r . c. f . )和左互质分解( l . c. f . ) .

　　系 3. 1　给定有理正则对象 P 和 P1 ,那么P 和P 1可同时镇定当且仅当存在 Q1∈RH ∞使

得

Q = ( - T 21 + T 11Q1 ) ( T 41 - T 31Q 1) - 1 ( 3. 8)

= ( T 12 + Q 1T 32) - 1( T 22 + Q1T 42 ) ∈ RH ∞ ( 3. 9)

　　显然,式( 3. 8) , ( 3. 9)是辅助对象 T 42
- 1

T 32的所有镇定控制器的一种参数化形式.辅助对

象 T 42
- 1

T 32的状态空间实现为

S > T
- 1
42 T 32 =

A 1 - B 1F - B 1

H C1 A + BF + H C + H ( D - D 1 ) F B + H ( D - D 1)

C1 C + ( D - D 1) F D - D 1

( 3. 10)
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该式可直接验证.如果两对象是严格正则或者满足 D = D 1(在同时镇定问题中这并不是一很

强的假设) ,我们可以得到一更为简单的形式

S =

A 1 - B 1F - B 1

H C1 A + BF + H C B

C1 C 0

( 3. 11)

　　系 3. 2　给定有理正则对象 P 和 P 1 ,那么 P 和 P 1可同时镇定当且仅当辅助对象 S 可强

镇定.

　　由式( 3. 10) , ( 3. 12)不难发现, P 和 P 1的实现不一定要求是同阶的可镇定可检测实现,可

以是其最小实现, 因为增加的稳定的不可控(不可观)模仍是辅助对象的不可控(不可观)模.

　　若 P, P1 严格正则, 则 P , P 1可同时镇定当且仅当存在 Q∈RH ∞使得( T 42- T 32Q ) - 1∈

RH ∞ ,即其系统矩阵稳定.将 T 42, T 32以及 Q的实现代入并消去稳定的不可控和不可观模得到

( T 42- T 32Q)
- 1
的系统矩阵为

A T >
A 1 - B1DQC1 - B 1F - B 1DQC - B1CQ

B DQC1 + H C1 A + BF + H C + BDQC BCQ

BQC1 B QC A Q

( 3. 12)

显然, P 和 P 1可同时镇定,则一定存在一参数 Q∈R H ∞使得矩阵 A T 稳定.由式( 2. 8) , ( Y -

N Q)
- 1
的系统矩阵 A C 是 A T 的一主子式, K 稳定当且仅当( Y - N Q )

- 1
稳定, P 和P 1可用稳定

控制器 K = ( X - MQ ) ( Y- N Q) - 1同时强镇定当且仅当存在一 Q∈RH ∞使得矩阵 A T 和A C 同

时稳定,即辅助对象 S 与其子对象 S 0可同时强镇定.若假定对象 P 可同阶强镇定,则可以选

择矩阵 F 和 H 使得 A + B F+ H C 稳定, 这样 P 和 P 1可用稳定控制器 K 同时强镇定当且仅

当存在一Q∈R H ∞使得辅助对象S 与其稳定的子对象 S0 可同时强镇定.

　　定理 3. 2　给定有理严格正则对象 P 和 P 1, P 和 P 1可同时强镇定当且仅当辅助对象 S

与其子对象 S0 可同时强镇定,可同阶同时强镇定当且仅当辅助对象 S 与其稳定的子对象 S 0

可同时强镇定.

4　r 对象同时镇定

定理4. 1　给定 r+ 1个有理严格正则对象P 和P i, ( i= 1,⋯, r ) , F , H 为两合适维数的常

矩阵并使得 A + B F, A + H C 都稳定, P , P i ( i= 1, ⋯, r)可同时镇定当且仅当存在一稳定的补

偿器Q 使得 r 个辅助对象

S 1, i =
A 1, i B1, i

C1, i D 1, i

>
A i - B iF - B i

H C i A + B F + H C + H ( D - D i) F B + H ( D - D i)

C i C + ( D - D i) F D - D i

( 4. 1)

同时镇定,即辅助对象 S 1, i( i= 1, ⋯, r )可同时强镇定.

　　定理 4. 2　给定 3个有理正则对象 P 和 P i( i= 1, 2) ,假定 D= D 1= D 2, F , H , F 1, H 1 为 4

个合适维数的常矩阵并使得 A + B F, A + H C, A 1, 1+ B 1, 1F1 , A 1, 1+ H 1C1, 1都稳定, P , P i( i= 1,

2)可同时镇定当且仅当辅助对象 S 2, 1及其子对象 S
~

2, 1可同时强镇定.其中

S2, 1 =
A 2, 1 B 2, 1

C2, 1 0
>

A 1, 2 - B1, 2F1 - B 1, 2

H 1C1, 2 A 1, 1 + B 1, 1F1 + H 1C1, 1 B1, 1

C1, 2 C1, 1 0

( 4. 2)
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S
~

2, 1 >
A 1, 1 + B1, 1F1 + H 1C1, 1 B1, 1

C1, 1 0

定义

S 2, i =
A 2, i B2, i

C2, i D 2, i

>

A 1, i+ 1 - B 1, i+ 1F1 - B1, i+ 1

H 1C1, i+ 1 A 1, 1 + B1, 1F 1 + H 1C1, 1 B 1, 1

C1, i+ 1 C1, 1 0

( 4. 3)

其中 i= 1,⋯, r- 1, F1 , H 1为合适维数的常矩阵并使得 A 1, 1+ B1, 1F1, A 1, 1+ H 1C1, 1稳定.

　　定理 4. 3　给定 r+ 1个有理正则对象 P 和 P i, ( i= 1,⋯, r ) ,并满足 D = D 1= ⋯= D r , F,

H 为两合适维数的常矩阵并使得 A + BF , A + H C 都稳定, F1, H 1为合适维数的常矩阵并使

得 A 1, 1+ B1, 1F 1, A 1, 1+ H 1C1, 1稳定. P, P i( i= 1,⋯, r)可同时镇定当且仅当辅助对象 S 2, i( i= 1,

⋯, r- 1)和其公共子对象 S
~

2, 1可同时强镇定.本定理的证明较简单, 此处从略.
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THE STUDY OF SIMULTANEOUS STABILIZATION

CAO Yongyan　SUN Youxian
( Insti tut e of Ind ust rial Pr ocess Control ,Z hej iang Univ ersity , H angz hou , 310027, P RC)

Abstract　In this paper, based on the copr ime facto riza tion in state-space, the necessar y and sufficient

condition of same-o rder st rong stabilizat ion is deriv ed in stat e-space and a method has been g iv en to design

the sam e-order st rong st abilizing contro ller . And then, it is pr ov ed that to simult aneously str ong ly stabilize 2

plants, i. e. , to simult aneously st abilize 3 plants, is equivalent to simultaneously str ong ly st abilize an asso ci-

ated plant and it s subplant , to simultaneously same-order str ong ly stabilize 2 plants is equiv alent to simultane-

ously str ong ly st abilize an asso ciated plant and its common subplant , and to simultaneously stabilize r + 1

plants is equivalent to simultaneously str ongly st abilize r-1 associated plants and their common subplant.

Key words　sim ultaneous stabilization, str ong stabilization, hurwitz st able, copr ime facto riza tion
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