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摘要
现有的基于反向策略的优化算法大多根据初始种群适应度值大小进

行反向择优，没有充分考虑迭代过程中的反向且存在收敛速度慢的问

题。针对此问题，提出一种基于余弦相似度反向策略的快速收敛自然计

算方法，通过计算每个粒子与区域中心粒子的余弦相似度，将粒子划分

为相似子群与非相似子群，对非相似子群按照相似程度进行加权反向，

进而加快收敛速度，同时引入柯西扰动提高种群多样性。将该策略应用

到三种不同的自然计算方法中，对收敛性进行分析，并采用１２个经典测
试函数验证其性能，对实验数据进行非参数检验。分析结果表明，应用

余弦相似度反向策略的方法在大多数测试函数上表现优异，说明提出的

方法具有很好的普适性和有效性。
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０　引言

自然计算（ｎａｔｕｒａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ）通常是指那些试

图从信息处理的角度来理解世界，受自然启发而形

成的智能算法［１］。自然计算方法能够借鉴自然界

的功能与作用机理，抽象出计算模型，如进化计



算、生物分子计算、量子计算、模糊计算和情感计

算等［２］。每种自然计算方法都对应各自实际的启

发源［３］，如植物生长算法对应植物的生长过程，灰

狼算法、鲸鱼算法对应动物捕食行为等。自然计算

方法具有自适应、自组织、自学习的特点［４］，目前

已广泛应用于许多领域，如模式识别与图像处理领

域中基于遗传算法和自组织映射的模糊混合智能彩

色图像分割方法［５］，基于反向混沌变异的文本聚类

特征选择算法［６］等；身份识别领域中交通拥堵识别

的模糊识别算法［７］，基于多目标的空间搜索算法识

别模糊推理系统［８］等；医学领域中利用遗传算法的

无符号基因排序［９］，使用多目标进化策略的 ＤＮＡ
核酸编码设计［１０］等。除此以外还有基于灰狼算法

的目标威胁评估［１１］，基于量子遗传的视觉目标跟

踪［１２］，基于粒子群优化的室内定位［１３］和基于萤火

虫算法增强图像对比度［１４］等应用。

虽然各种自然计算方法模拟的生物机理不同，

但它们都是基于种群的优化方法［１５］。针对算法收敛

速度慢、易陷入局部最优等问题，为提高算法性能，

学者们提出了很多解决方案，反向学习（ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ，ＯＢＬ）［１６］就是其中之一。尽管反向学
习的思想简单，但在很多算法中都表现出了很好的

性能。Ｒａｈｎａｍａｙａｎ等［１７］首次将 ＯＢＬ与差分进化
（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）算法进行结合。受此启
发，Ｗａｎｇ等［１８］将ＯＢＬ应用于粒子群（ｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）算法。而Ｉｑｂａｌ等［１９］则将ＯＢＬ应
用于遗传算法（ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＡ）解决函数优
化问题。Ｅｗｅｅｓ等［２０］将ＤＥ与ＯＢＬ相结合，并将其
应用于鲸优化算法进行多目标优化。Ｃｈｅｎ等［２１］使

用 ＯＢＬ初始化种群并利用正余弦加速系数（ｓｉｎｅ
ｃｏｓｉｎｅａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ，ＳＣＡＣ）指导函数寻优。
上述算法中，利用ＯＢＬ种群进行初始化时，是在搜
索空间中先计算解的反向值，然后反向解与原解比

较，选择最优元素进行后续迭代寻优，从而选出最

优解。而Ｆｅｎｇ等［２２］将 ＯＢＬ应用于果蝇算法（ｆｒｕｉｔ
ｆｌｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＦＯＡ）中，并设计了动态收
缩参数策略调整反向学习强度。Ｄｈａｒｇｕｐｔａ等［２３］将

ＯＢＬ与灰狼算法（ｇｒｅｙｗｏｌｆｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＧＷＯ）相结
合，每次迭代中使用皮尔逊相关系数选择反向候选

解。Ｘｉｎｇ等［２４］提出了动态广义反向学习和即时策

略有效优化狼群算法。除此之外，孙辉等［２５］提出了

混合均值中心反向学习粒子群优化算法，对混合均

值中心进行 ＯＢＬ，从而扩大搜索区域。Ｒａｈｎａｍａｙａｎ
等［２６］以整个种群重心作为参考点计算反向解，提

出了重心反向学习（ｃｅｎｔｒｏｉｄｏｐｐｏｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ，

ＣＯＢＬ）。受ＣＯＢＬ的启发，周凌云等［２７］使用邻域重

心作为参考点计算反向。邵鹏等［２８］提出折射原理

反向学习模型。罗强等［２９］对全局最优粒子逐维进

行重心反向学习。这些改进算法均产生了很好的效

果，在全局探索能力、收敛速度、计算精度上都有

显著提高，表明反向学习策略是一种十分有效的方

法。但它们大多是针对某一特定算法在种群初始化

时使用反向学习策略，且依赖算法具体实现过程，

普适性不强。

受以上方法启发，本文提出一种普适的基于余

弦相似度反向学习（ｃｏｓｉｎｅｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄ
ｌｅａｒｎｉｎｇ，ＣＳＯＢＬ）的快速收敛进化计算方法。首先，
在迭代过程中，计算每个个体与区域中心个体的余

弦相似度，根据其值将种群划分为相似种群与非相

似种群。其次，根据非相似种群中每一个体与区域

中心个体的相似程度对其进行加权反向计算，在加

快收敛速度的同时增加了种群多样性。最后对种群

最优个体进行柯西扰动，增加变异范围，进一步提

高种群多样性。将本策略运用到３种不同的自然计
算方法中，采用１２个标准测试函数验证其性能，并
与目前主流反向优化算法进行对比，用以验证基于

余弦相似度反向策略的普适性和有效性。

１　余弦相似度与反向学习

１．１　余弦相似度
余弦相似度［３０］是一种相关性度量方法，它是

通过测量两个向量夹角的余弦值来度量它们之间的

相似性，从而确定两个向量是否大致指向相同的方

向。余弦相似度注重的是两个向量在方向上的差

异，因此，对于高维空间，余弦相似度能够很好地

度量两个向量之间的相关性。其相关定义为［３１］：

设Ｄ维空间中的两个可行解Ｘ、Ｙ对应的向量分别
为Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ），Ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙＤ），那
么它们之间的余弦相似度由式（１）确定，３维空间
中两个向量的余弦相似度图像如图１所示。

　 Ｓ＝ｃｏｓθ＝〈Ｘ·Ｙ〉Ｘ Ｙ ＝
∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ

∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘ２

槡 ｉ ∑
Ｄ

ｉ＝１
ｙ２

槡 ｉ

（１）

其中，θ为向量Ｘ，Ｙ之间的夹角，ｘｉ（ｉ＝１，２，…，
Ｄ）为向量 Ｘ在第 ｉ维的属性值，ｙｉ（ｉ＝１，２，…，
Ｄ）为向量Ｙ在第ｉ维的属性值，Ｄ为问题空间的维
度。ｃｏｓθ∈［－１，１］，余弦相似度越靠近１表明两
个向量的夹角越接近０，即两个向量越相似。反之，
余弦相似度越靠近－１，表明两个向量越不相似。
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图１　３维空间中两个向量的余弦相似度
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｓｉｎｅｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｏｆｔｗｏｖｅｃｔｏｒｓｉｎｔｈｅ

ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅ

１．２　反向学习策略
如果某个体离最优解很远，那么它的反向个体

可能具有更好的适合度值［１６］。反向学习定义为：

假设Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ）是 Ｄ维空间中的某一可
行解对应的向量，且ｘｊ∈［ａｊ，ｂｊ］（ｊ＝１，２，…，Ｄ），则
其对应的反向解向量Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ）由式（２）
确定，１维空间中反向解的位置如图２所示。

ｘｊ＝ａｊ＋ｂｊ－ｘｊ　 （２）

图２　１维空间反向
Ｆｉｇ．２　Ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｔｈｅｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅ

２　余弦相似度反向自然计算方法
２．１　余弦相似度反向策略

目前，数据规模庞大且大都具有多维特性［３２］，

因此，本算法采用适用于多维数据的余弦相似度反

向来度量问题空间中某一个体与全部个体的平均位

置的相似程度。相关定义为：设问题空间中个体Ｘｉ
对应的向量为（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉＤ），其中ｉ＝１，２，…，
Ｎ。每次迭代过程中全部个体的平均位置对应的中
值向量μ＝（μ１，μ２，…，μＤ）如式（３）所示：

μｊ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ／Ｎ　 （３）

其中，Ｎ表示问题空间中全部个体的数目，ｊ＝１，２，
…，Ｄ。

个体Ｘｉ的余弦相似度可以定义为此个体对应
的向量Ｘｉ与中值向量 μ之间的余弦相似度，余弦
相似度越接近１，说明此个体与平均位置的相似度
越高，计算方法如式（４）所示。

Ｓ（Ｘｉ）＝ｃｏｓ（Ｘｉ，μ）＝
∑
Ｄ

ｊ＝１
（ｘｉｊμｊ）

∑
Ｄ

ｊ＝１
ｘ２

槡 ｉｊ ∑
Ｄ

ｊ＝１
μ２

槡 ｊ

（４）

其中，Ｄ为问题空间的维度，μｊ为中值向量第 ｊ维
的值，ｘｉｊ为个体Ｘｉ第ｊ维的值。

根据个体的余弦相似度，对个体进行相关性选

择，相关性选择的分类阈值分别设置为 －１／２，０，
１／２。前期实验表明，分类阈值为０时寻优结果最
佳，故本文选取０为相关性选择分类阈值。若个体
的余弦相似度系数小于０，表明这些个体与中值向
量的相似度很小，将这些个体归类为非相似种群，

并根据余弦相似度系数对其进行加权反向。反向候

选解Ｘｉ 的各维属性值按式（５）计算：
ｘｉｊ＝（ａｊ＋ｂｊ－ｘｉｊ）｜Ｓ（Ｘｉ）｜　 （５）

其中，ａｊ为问题空间的下界，ｂｊ为问题空间的上界，
Ｓ（Ｘｉ）为个体Ｘｉ的余弦相似度。

在基于余弦相似度的反向过程中，使用了动态

收缩策略调整反向学习权重，任一个体与中值个体

的相似度值越小，表示个体与中值个体越不相似，

向量之间的夹角越大，相似度值的绝对值越大，则

进行反向加权收缩后，反向粒子的位置离中值粒子

越近。由于余弦相似度是基于方向性的相似程度度

量，所以非相似种群中的个体能够避免不必要的反

向，快速向中值个体靠拢，同时保证了种群的多样

性。为直观描述描述反向过程，本文仅画出处于非

相似子群中的３个个体，它们反向后的具体位置如
图３所示，其中，μ表示中值向量个体的位置，Ｘｉ（ｉ＝
１，２，…，Ｎ）表示任一个体，Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）
表示余弦反向后的个体。

图３　非相似子群个体经余弦相似度反向学习后的位置
Ｆｉｇ．３　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｓｉｎｎｏｎｓｉｍｉｌａｒｓｕｂｇｒｏｕｐｓ
ａｆｔｅｒｃｏｓｉｎｅｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ

２．２　柯西扰动
当个体陷入局部最优时，由图４可知，柯西分

布的两端延伸能够产生距中心较远的随机数，柯西

算子能以更高的概率跳出局部最优，且变异后的个

体与原个体具有较大差异。因此，为了使个体具有

更强的搜索能力，本算法使用柯西变异机制［３３］对

全局最优个体位置进行变异扰动。
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图４　高斯分布和标准柯西分布概率密度函数曲线
Ｆｉｇ．４　ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆＧａｕｓｓｉａｎ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄｓｔａｎｄａｒｄＣａｕｃｈｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

标准柯西分布概率密度如下［３４］：

ｆ（ｘ）＝１
π

１
ｘ２＋１

，　ｘ∈（－∞，＋∞）　 （６）

本算法的变异概率随迭代次数增加而减小，减

少变异值以避免最优值的动荡，从而更可能探寻新

区域，帮助提高种群的多样性，使搜索能够跳出局

部最优区域，增大发现最优解的概率。对最优个体

的柯西变异如下：

ｇｉ′ｂ＝ｇ
ｉ
ｂ＋Ｃ　 （７）

其中，ｇｉｂ为第ｉ代的全局最优个体，ｇ
ｉ′
ｂ为当前最优

个体经柯西扰动后的新值，Ｃ为生成的柯西变异随
机数。

２．３　余弦相似度反向策略
余弦相似度反向策略流程如图５所示。

图５　余弦相似度反向策略流程图
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｃｏｓｉｎｅｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ

ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｓｔｒａｔｅｇｙ

基于余弦相似度反向策略的算法步骤见算法１。

算法１　基于余弦相似度反向的自然计算方法

输入：相关参数；

输出：最优解

１．在给定区域内随机初始化种群 ｐｏｐ，种群规模
Ｎ，维数Ｄ等参数

２．计算当前种群ｐｏｐ中个体的适应度值ｆｉｔｎｅｓｓ；
３．根据相应公式产生下一代种群ｐｏｐ１；
４．根据式（３）计算中值向量 μ位置，式（４）计算
个体ｊ与μ的相似程度；

５．若相似程度＜０，则将 ｐｏｐ１划分为相似子群 ｓ
与非相似子群珋ｓ；

６．根据式（５），计算珋ｓ的余弦反向；
７．根据式（６）以一定概率对全局最优柯西扰动；
８．判断算法是否达到结束条件，若结束，则返回
最优解；否则，转步骤３。

３　算法时间复杂度与收敛性分析

３．１　算法时间复杂度分析
从算法１的描述中可以看出，基于余弦相似度

反向的计算方法主要包含以下部分：初始化种群并

计算适应度值、速度与位置更新操作、余弦相似度

反向策略、柯西变异操作。设种群规模为 Ｎ，目标
函数维数为 Ｄ，最大迭代次数为 Ｇｍａｘ。易知，初始
化种群并计算适应度值的时间复杂度为 Ｏ（ＮＤ），
速度与位置更新操作以及柯西变异的时间复杂度为

Ｏ（ＧｍａｘＮＤ），余弦相似度反向策略分为两个部分，
分别是计算余弦相似度和根据余弦相似度权重

反向。其中计算余弦相似度需要的时间复杂度为

Ｏ（Ｇｍａｘ（（Ｎ＋１）Ｄ））＝Ｏ（ＧｍａｘＮＤ）；进行位置更新
时条件判断以及权重反向的时间复杂度也是Ｏ（Ｎ）
级别的时间复杂度。综上，本算法的总的时间复杂

度为Ｏ（Ｎ）级别。
３．２　算法的收敛性分析

定义１　个体在可行解空间中的随机运动位置
称为个体状态，在迭代中的所有可能状态称为个体

状态空间，记为Ｘ［３５］。
定义２　对于问题〈Ｓ，ｆ〉，采用某随机优化算法

Ｍ，对于个体ｘ，第ｔ次迭代的结果为ｘｋ，则ｔ＋１代
为ｘｔ＋１＝Ｍ（ｘｔ，ζ），其中，Ｓ表示解空间，ｆ表示适应
度函数，ζ表示曾搜索过的解。那么在Ｌｅｂｅｓｇｕｅ空间
中，搜索下界：

σ＝ｉｎｆ｛ｔｖ（ｘ∈Ｓｆ（ｘ）＜ｔ）＞０｝　 （８）
其中，ｖ（Ｘ）为集合Ｘ上的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，则最优解
可定义为

Ｒξ＝
｛ｘ∈Ｓｆ（ｘ）＜σ＋ξ｝，　σ有限
｛ｘ∈Ｓｆ（ｘ）＜－ｃ｝， σ＝－{ ∞

　 （９）
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其中，ｃ表示充分大的正数，ξ＞０，若算法 Ｍ在迭
代过程中找到了 Ｒξ中的某个解，那么就认为算法
Ｍ找到了可以接受的全局最优解［３６］。

条件１　ｆ（Ｍ（ｘ，ζ））≤ｆ（ｘ），且若 ζ∈Ｓ，
ｆ（Ｍ（ｘ，ζ））≤ｆ（ζ）。

条件２［３７］　对Ａ∈Ｓ，ｓ．ｔ．ｖ（Ａ）＞０，有：

∏
∞

ｔ＝０
（１－ｖｔ（Ａ））＝０　 （１０）

其中，ｖｔ（Ａ）表示解在空间Ａ上，算法Ｍ在第ｔ次迭
代过程中能够找到解的概率测度。

定理１　对于任意渐近收敛算法，ＣＳＯＢＬ算法
不会破坏原算法的渐近收敛性。

证明　对于任意渐近收敛算法，符合条件 １，
即渐近收敛算法中每个个体的第 ｔ＋１次最优位置
一定优于第ｔ次最优位置，同时符合条件２，即在任
意多次迭代后，算法以概率为１收敛。对于ＣＳＯＢＬ
算法，余弦相似度取值在 －１到１之间，所以每个
个体以概率Ｐ＝１／２反向，个体位置更新公式：

　 ｘｔ＋１＝

（ｌｂ＋ｕｂ－ｘｔ）
∑
Ｄ

ｉ＝１
（ｘｔｉμｔｉ）

∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘ２

槡 ｔｉ ∑
Ｄ

ｉ＝１
μ２

槡 ｔｉ

，

　　　ｘｔ
∑
Ｄ

ｉ＝１
（ｘｔｉμｔｉ）

∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘ２

槡 ｔｉ ∑
Ｄ

ｉ＝１
μ２

槡 ｔｉ

＜０

ｘ，　
∑
Ｄ

ｉ＝１
（ｘｔｉμｔｉ）

∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘ２

槡 ｔｉ ∑
Ｄ

ｉ＝１
μ２

槡 ｔｉ

≥





















０

（１１）

其中，ｘｔ＋１为个体位置更新的中间结果，对于任意
渐近收敛算法，个体在一次迭代后的位置为

ｘｔ＋１＝
ｘｔ＋１，　ｆ（ｘｔ＋１）≤ｆ（ｘｔ）

ｘｔ， ｆ（ｘｔ＋１）＞ｆ（ｘｔ{ ）
　 （１２）

即ＣＳＯＢＬ算法符合条件１，ＣＳＯＢＬ算法不会破坏原
始渐近收敛算法的渐近收敛性。定理１得证。

定理２　ＣＳＯＢＬ算法满足渐近收敛准则。
证明　由定理１可知，在ＣＳＯＢＬ算法中，总是

有ｆ（ｘｔ＋１）≤ｆ（ｘｔ），在迭代次数足够多时，ｆ（ｘｔ）会逐
渐逼近最优值，即ｌｉｍｆ（ｘｔ）＝ｆ（ｇ

ｂｅｓｔ
ｔ ），其中ｇ

ｂｅｓｔ
ｔ 为算

法第ｔ迭代中的全局最优值位置。因此可以得到：

∏
∞

ｔ＝０

ｘｔ－ｇ
ｂｅｓｔ
ｔ

ｇｂｅｓｔｔ
＝０　 （１３）

所以有：

∏
∞

ｔ＝０
（１－Ｐ（ｘｔ＝ｇ

ｂｅｓｔ
ｔ ））＝０　 （１４）

即ＣＳＯＢＬ算法满足条件２，所以 ＣＳＯＢＬ算法最终
以概率为１收敛至迭代最优值ｇｂｅｓｔ。定理２证毕。

４　仿真实验与结果分析

实验仿真环境为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅＴＭ，ＣＰＵ＠３．３０ＧＨｚ，
ＲＡＭ１６，Ｗｉｎｄｏｗｓ１０，Ｍａｔｌａｂ２０２０ａ。本实验把ＣＳＯＢＬ
策略分别应用于标准粒子群算法［３８］、标准遗传算

法［３９］和灰狼算法［４０］中，得到 ＣＳＯＰＳＯ、ＣＳＯＧＡ和
ＣＳＯＧＷＯ，并与ＰＳＯ、ＧＡ、ＧＷＯ和几个经典基于反向
优化算法进行对比。为了测试应用了本文所提出策略

的算法性能，选取了表１中的１２个经典测试函数进行
仿真实验分析，表１给出了经典测试函数的表达式、
搜索范围和理论最优值。单峰函数Ｆ１～Ｆ４、Ｆ１２只有一
个全局最优点，因此适合作为算法开发的基准。多峰

函数Ｆ５～Ｆ１１具有大量的局部最优点，求解难度较高。
４．１　ＣＳＯＢＬ策略与标准算法的实验结果分析
４．１．１　参数设置

为了比较结果的公平性，实验参数设置如下：

ＰＳＯ算法和ＣＳＯＰＳＯ算法的参数设置为：加速因子
ｃ１＝ｃ２＝２，惯性权重 ω由０．９到０．４线性递减，最
大迭代次数 ＦＥｓ＝１０００，种群规模 Ｎ＝５０，维数
Ｄ＝３０；ＧＡ算法和 ＣＳＯＧＡ算法的参数设置为：交
叉概率Ｐｃ＝０．７０，变异概率Ｐｍ＝０．０５，最大迭代次
数 ＦＥｓ＝１０００，种群规模 Ｎ＝５０，维数 Ｄ＝３０；
ＧＷＯ算法和ＣＳＯＧＷＯ算法的参数设置为：种群规模
Ｎ＝１００，最大迭代次数ＦＥｓ＝１０００，维数Ｄ＝３０。
４．１．２　实验结果及分析

各算法对 １２个标准测试函数分别独立运行
１０次，记录各算法的平均值、最优值、标准差等结
果，用于评价算法的性能。将改进算法与其对应的

标准算法进行比较，结果如表２所示，其中加黑部
分表示结果更接近最优解。从表 ２的结果可以看
出，应用了本文所提出策略的综合算法在大部分测

试函数中的表现明显优于标准算法的结果。对于得

到的优化结果来说，在１０个函数上ＣＳＯＰＳＯ比ＰＳＯ
的寻优结果更接近最优值，３个函数优势不明显。
在８个函数上 ＣＳＯＧＡ比 ＧＡ的寻优结果更接近最
优值，４个函数优势不明显。在５个函数上ＣＳＯＧＷＯ
比ＧＷＯ的寻优结果更接近最优值，３个函数优势不
明显，４个函数二者表现相同。比较结果充分说明了
余弦相似度反向策略较标准算法更具优势。这是因

为余弦相似度反向策略充分利用了余弦相似度的方

向特性，保证了种群的多样性，提高了计算精度，一

定程度上避免了陷入局部最优。另外，本文对各测

试函数进行了收敛性测试，并给出了它们的收敛比
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较图，横坐标表示种群迭代次数，纵坐标表示平均适

应度值，如图６所示。从图６的收敛走势图中可以
看出，函数Ｆ１～Ｆ７、Ｆ１１的收敛速度十分迅速，同时，
Ｆ１、Ｆ４、Ｆ６、Ｆ７、Ｆ１１、Ｆ１２的收敛速度迅速下降且并未
趋于稳定，在迭代次数较少的情况下即可找到全局

最优解，这是因为使用余弦相似度调整反向学习权

重能够在保证多样性的情况下迅速向最优解靠拢，

从而进一步说明了余弦相似度反向策略能够强化局

部区域的搜索能力，避免不必要的反向，从而使算法

具有更快的收敛速度。但在函数Ｆ１１中，收敛速度提
高不大，这是由于函数本身是具有多个局部最优值

导致的，使得算法收敛速度相对较慢。

表１　经典测试函数

Ｔａｂ．１　Ｃｌａｓｓｉｃａｌｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎ

函数名称 测试函数 搜索范围 最优解

Ｓｐｈｅｒｅ Ｆ１＝∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘ２ｉ ［－１００，１００］ ０

Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ Ｆ２＝∑
Ｄ－１

ｉ＝１
［１００（ｘｉ＋１－ｘ

２
ｉ）
２＋（ｘｉ－１）

２］ ［－５，１０］ ０

ｄｉｘｏｎｐｒｉｃｅ Ｆ３＝（ｘ１－１）
２＋∑

Ｄ

ｉ＝１
ｉ（２ｘ２ｉ－ｘｉ－１）

２ ［－１０，１０］ ０

ｓｕｍｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｐｏｗｅｒｓ Ｆ４＝∑

Ｄ

ｉ＝１
ｘｉ

ｉ＋１ ［－１，１］ ０

Ａｃｋｌｅｙ
Ｆ５＝－ａｅｘｐ－ｂ １

Ｄ∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘ２

槡( )ｉ － (ｅｘｐ １
Ｄ∑

Ｄ

ｉ＝１
ｃｏｓ（ｃｘｉ )）＋ａ＋ｅｘｐ（１）

ａ＝２０，ｂ＝０．２，ｃ＝２π
［－３２．７６，３２．７６］ ０

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ Ｆ６＝∑
Ｄ

ｉ＝１
（ｘ２ｉ－１０ｃｏｓ（２πｘｉ）＋１０） ［－５．１２，５．１２］ ０

Ｇｒｉｅｗａｎｋ Ｆ７＝∑
Ｄ

ｉ＝１

ｘ２ｉ
４０００－∏

Ｄ

ｉ＝１
ｃｏｓ
ｘｉ
槡ｉ
＋１ ［－６００，６００］ ０

Ｐｏｗｅｌｌ Ｆ８＝∑
Ｄ／４

ｉ＝１
［（ｘ４ｉ－３＋１０ｘ４ｉ－２）

２＋５（ｘ４ｉ－１－ｘ４ｉ）
２＋（ｘ４ｉ－２－２ｘ４ｉ－１）

４＋１０（ｘ４ｉ－３－ｘ４ｉ）
４］ ［－４，５］ ０

Ｌｅｖｙ
Ｆ９＝ｓｉｎ

２（πω１）＋∑
Ｄ－１

ｉ＝１
（ωｉ－１）

２［１＋１０ｓｉｎ２（πωｉ＋１）］＋（ωＤ－１）
２（１＋ｓｉｎ２（２πωＤ））

ωｉ＝１＋
ωｉ－１
４

［－１０，１０］ ０

Ｓｃｈｗｅｆｅｌ Ｆ１０＝４１８．９８２９Ｄ－∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘｉｓｉｎ ｘ槡 ｉ ［－５００，５００］ ０

Ａｌｐｉｎｅ Ｆ１１＝∑
Ｄ

ｉ＝１
ｘｉｓｉｎｘｉ＋０．１ｘｉ ［－１０，１０］ ０

ｓｕｍｓｑｕａｒｅｓ Ｆ１２＝∑
Ｄ

ｉ＝１
ｉｘ２ｉ ［－１０，１０］ ０

表２　各算法对１２个标准测试函数优化结果

Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｎ１２ｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

函数 特征
平均结果及标准方差

ＰＳＯ ＣＳＯＰＳＯ ＧＡ ＣＳＯＧＡ ＧＷＯ ＣＳＯＧＷＯ

Ｆ１
均值 １．５７×１０１ ０ １．９４×１０３ ０ １．３２×１０－８４ ０
方差 ９．２８×１００ ０ ３．６９×１０２ ０ ２．３４×１０３ １．８４×１０３

Ｆ２
均值 ８．９５×１０１ ２．６３×１０１ ２．２７×１０３ １．６０×１０３ ２．７１×１０１ ２．５０×１０１

方差 ７．２０×１０１ １．１０×１０１ ２．０３×１０３ １．２３×１０２ ５．３５×１０４ ３．７２×１０４

Ｆ３
均值 ５．５７×１００ ６．６７×１０－１ ５．４８×１０２ ８．０１×１０－１ ６．６７×１０－１ ６．６７×１０－１

方差 ２．５９×１００ ３．５８×１０－２ ６．８１×１０２ ７．３５×１０１ ４．６０×１０４ ３．９６×１０４

Ｆ４
均值 ６．０９×１０－１０ ０ １．２５×１０－９ ０ ０ ０
方差 １．７９×１０－８ ２．３８×１０－８ １．１３×１０－６ １．９０×１０－９ ３．２５×１０－２ １．５６×１０－２
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表２　各算法对１２个标准测试函数优化结果（续）
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｎ１２ｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ）

函数 特征
平均结果及标准方差

ＰＳＯ ＣＳＯＰＳＯ ＧＡ ＣＳＯＧＡ ＧＷＯ ＣＳＯＧＷＯ

Ｆ５
均值 ４．１６×１００ ８．８８×１０－１６ １．０８×１０１ ８．８８×１０－１６ ７．９９×１０－１５ ８．８８×１０－１６

方差 ６．２２×１０－１ ０ ８．４３×１０－１ ０ ２．０１×１００ ６．４８×１０－１

Ｆ６
均值 ３．９４×１０１ ０ １．１８×１０２ ０ ０ ０
方差 １．９６×１０１ １．５３×１０１ １．８０×１０１ ０ ４．９１×１０１ ２．７１×１０１

Ｆ７
均值 １．０４×１００ ０ １．９３×１０１ ０ ０ ０
方差 １．５３×１０－１ ０ ３．５４×１００ ０ ２．２８×１０１ ２．２５×１０１

Ｆ８
均值 １．２１×１００ １．０６×１０－３ ３．１３×１０１ ７．１６×１０－１ ８．３５×１０－７ １．１０×１０－６

方差 ４．３０×１０１ ２．９２×１００ ２．２２×１０１ ９．３１×１００ ５．２４×１０２ ４．１４×１０２

Ｆ９
均值 ６．０１×１０－１ ４．５８×１０－６ １．３１×１０１ ２．２３×１００ １．１６×１００ ６．５９×１０－１

方差 ７．７７×１０－１ ３．５３×１０－１ １．３３×１０１ ６．２１×１０－２ ７．５７×１０１ ３．３１×１０１

Ｆ１０
均值 ３．８６×１０３ １．７６×１０２ ７．０８×１０３ ６．７９×１０３ ６．０６×１０３ ５．９２×１０３

方差 ６．９９×１０２ １．８６×１０２ ３．１６×１０２ １．１２×１０３ ９．８６×１０２ １．３０×１０３

Ｆ１１
均值 ８．９２×１０－１ ２．６８×１０－７０ １．０５×１０１ ０ ７．２８×１０－４８ ０
方差 １．９５×１００ ２．９７×１００ １．８１×１００ ０ ３．８２×１００ １．９４×１００

Ｆ１２
均值 ３．３６×１００ ０ １．８３×１０２ ０ ２．５５×１０－８６ ０
方差 ６．１３×１００ ０ ４．６２×１０１ ０ ４．１４×１０２ １．９４×１００

４１７ 信息与控制　　　　 　　　　　　　　　　　　　　５１卷



图６　经典测试函数优化的收敛曲线
Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｃｌａｓｓｉｃａｌｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

４．２　ＣＳＯＧＷＯ与其他应用 ＯＢＬ策略的算法实验
结果分析

ＣＯＰＳＯ［２６］是应用了重心反向策略的粒子群算
法，ＤＣＯＰＳＯ［２９］是对最优粒子逐维重心反向的粒子
群算法，ＯＧＡＣＭ［１９］是应用了反向学习和柯西变异
的遗传算法，ＯＤＥ［１７］是基于反向学习的差分进化
算法，ＯＬＧＷＯ［４１］是Ｌｏｎｇ等提出的反向学习灰狼算
法。将ＣＳＯＧＷＯ与上述文献中的进化算法进行对
比。为了与文献中的结果保持一致，各算法的种群

大小设置为６０，最大迭代次数设置为５００，每个函
数的维数都设置为３０，其他参数均与原论文相同。

结果如表３所示，其中加黑部分表示结果更接近最
优解。从表３中可以直观地看到，ＣＳＯＧＷＯ在５个
测试函数中找到了最优解，在６个测试函数中的寻
优结果优于其他５个算法。基于余弦相似度的反向
是方向性的，能够在快速收敛的同时保证种群多样

性，提高计算精度。算法加入柯西扰动，能够增强

全局搜索能力，进一步提高种群多样性，很大程度

上避免种群陷入局部极值。但是 ＣＳＯＧＷＯ在测试
函数Ｆ２、Ｆ９中取得的成果不理想，这是因为在多
维的情况下，函数相关系数太多，无法精确地进行

余弦反向。

表３　各算法的实验对比结果
Ｔａｂ．３　Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

测试函数 ＣＯＰＳＯ ＤＣＯＰＳＯ ＯＧＡＣＭ ＯＤＥ ＯＬＧＷＯ ＣＳＯＧＷＯ

Ｆ１ １．２８×１０－１２ ５．６７×１０－２７ １．８４×１０３ ５．５７×１０－３０ ２．０６×１０－５４ ０

Ｆ２ ３．８７×１０－２ ４．９１×１００ ４．５１×１０３ ５．２９×１０－１７ １．９７×１０－２８ ２．７０×１０１

Ｆ５ ７．８６×１０－８ ３．９９×１０－１４ １．１８×１０１ ２．８１×１０１ ２．８８×１０１ ８．８８×１０－１６

Ｆ６ １．２４×１０－１２ ０ １．４２×１０２ ０ ０ ０

Ｆ７ ８．８６×１０－１３ ０ ２．２４×１０１ ３．９６×１０－３ １．５７×１０－６ ０

Ｆ９ ４．６５×１０－２ １．００×１０－４ ２．３８×１０１ ２．９７×１０－３１ １．０５×１０－５１ ４．４６×１０－１

Ｆ１１ ７．９６×１０－９ ６．１２×１０－９ １．１４×１０１ ２．０７×１０－２６ ９．０５×１０－４８ ０

Ｆ１２ ２．３６×１０－１２ ３．０５×１０－２７ ２．５６×１０２ ５．１０×１０１ ０ ０

４．３　非参数检验
为了对实验结果有一个更加全面的了解，对

ＣＳＯＧＷＯ和其他算法的结果逐一进行非参数检
验［４２］。选用ＭａｎｎＷｈｉｔｎｅｙ检验方法，显著水平ｐ＝
０．０５。由于文［３６］不包含 ＯＤＥ和 ＯＬＧＷＯ的检验
数据，故在此省略。表４列出了其余３种算法的检
验数据。以“ＣＯＰＳＯ”列与“Ｆ１”行交叉的数据
“０．０１３↑”为例，其中，“０．０１３”为ＭａｎｎＷｈｉｔｎｅｙ检
验的渐近显著性值，“↑”表示ＣＯＰＳＯ在Ｆ１上运行
数据的秩均值大于ＣＳＯＧＷＯ在Ｆ１上运行数据的秩

均值。

表４　ＭａｎｎＷｈｉｔｎｅｙ检验结果
Ｔａｂ．４　ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＭａｎｎＷｈｉｔｎｅｙｔｅｓｔ

测试函数 ＣＯＰＳＯ ＤＣＯＰＳＯ ＯＧＡＣＭ

Ｆ１ ０．０１３↑ １．０００↑ ０．０００↑
Ｆ２ １．０００↓ ０．７２８↑ ０．０００↑

Ｆ５ ０．００１↑ ０．３４１↑ ０．０００↑

Ｆ６ ０．０６８↓ １．０００↓ ０．０００↑
Ｆ７ ０．０６１↑ ０．６８３↓ ０．０００↑
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表４　ＭａｎｎＷｈｉｔｎｅｙ检验结果（续）
Ｔａｂ．４　ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＭａｎｎＷｈｉｔｎｅｙｔｅｓｔ（ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ）

测试函数 ＣＯＰＳＯ ＤＣＯＰＳＯ ＯＧＡＣＭ

Ｆ９ １．０００↓ ０．００７↓ ０．０７７↓
Ｆ１１ ０．０２３↑ ０．０２３↑ ０．０００↑

Ｆ１２ ０．０１３↓ １．０００↓ ０．０００↑

劣于对比算法个数 １ １ ０

与对比算法无明显差异个数 ４ ５ １

优于对比算法个数 ３ ２ ７

　　从表４可以看出 ＣＳＯＧＷＯ劣于对比函数的次
数明显较少，检验结果表明，在统计意义上应用了

本文所提策略的算法明显占优。同时结合表３及以
上分析，可以说明余弦相似度反向策略有效提高了

算法的收敛速度与精度。

５　结论

本文提出一种基于余弦相似度反向的快速收敛

策略提高种群的全局搜索能力，通过大量的理论分

析和实验结果表明，本策略具有快速收敛能力，且

能够保证种群多样性，能够带领种群探索更大的空

间范围，找到精度更高的解。将其与三种自然计算

方法结合，与标准算法和基于反向学习策略的改进

算法进行比较，选取１２个测试函数验证其普适性
和有效性。实验结果表明，与其他先进的反向学习

算法相比，应用所提策略的算法具有更好的竞争

力，表现出了很好的结果。但是，对于某些并非对

单一个体进行变异的算法，本文策略具有一定的局

限性。因此在后续的研究工作中，考虑将余弦相似

度与欧氏距离结合，改进算法性能。
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